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Аннотация: 𝜑(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) относится к удовлетворению условия 

Гельдера в комплексной плоскости с несколькими переменными. 
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Annotation: 𝜑(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) is about the satisfaction of the Golder condition 

in the multivariable complex plane. 
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Пусть функция φ (t) определена в ∆-oстов. 

Определение 1. Если 𝜑(𝑡) = 𝜑(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) функция 𝜑(𝑡) =

𝜑(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) для точек 

|𝜑(𝑡) − 𝜑(𝜏)| ≤ ∑𝐴𝑘

𝑛

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|
𝛼𝑘              (1) 

если функция 𝜑(𝑡)  удовлетворяет неравенству, то говорят, что функция 

𝜑(𝑡) удовлетворяет условию гульдена В ∆, где 𝐴𝑘  (𝑘 = 1, 𝑛) положительные 

числа являются переменной Гельдера, 𝛼𝑘, 0 < 𝛼𝑘 ≤ 1  (𝑘 = 1, 𝑛) - 
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инвариантные числа, удовлетворяющие неравенству, которое называется 

показателем Гельдера. 

Определим класс функций, удовлетворяющих условию Гельдера, как 

𝐻𝛼𝑘(∆). 

Если 𝜑(𝑡) ∈ 𝐻𝛼𝑘(∆), то 𝜑(𝑡) ∈ 𝐻𝛽𝑘(∆)  (𝛽𝑘 < 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛). 

Действительно, по условию 𝜑(𝑡) ∈ 𝐻𝛼𝑘(∆); 

|𝜑(𝑡) − 𝜑(𝜏)| ≤ ∑𝐴𝑘

𝑛

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|
𝛼𝑘 

   ∑ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 |𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|

𝛼𝑘 = ∑ 𝐴𝑘
𝑛
𝑘=1 |𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|

𝛼𝑘−𝛽𝑘 ∙ |𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|
𝛽𝑘 ≤   

≤ ∑ 𝐴̌𝑘
𝑛
𝑘=1 |𝑡𝑘 − 𝜏𝑘|

𝛽𝑘       ⇒  𝜑(𝑡) ∈ 𝐻𝛽𝑘(∆)  из этого следует, что. 

1-теорема. функция 𝜑(𝑡)  удовлетворяет условию Гельдера (1) в ∆ другой 

для каждого аргумента 𝑡𝑝 для 𝑡𝑘  (𝑝 ≠ 𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛) относительно аргументов 

плоский необходимо и достаточно, чтобы удовлетворить условию Гельдера. 

Доказательство. Действительно, 𝜏𝑘 = 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 , 𝑝 ≠ 𝑘, когда  

|𝜑(𝑡) − 𝜑(𝑡𝜏𝑝)| ≤ 𝐴𝑝|𝑡𝑝 − 𝜏𝑝|
𝛼𝑝
,     𝑝 = 1, 𝑛          (2)         

 будет уместно. Точно так же нетрудно доказать следующие неравенства: 

{
  
 

  
 |𝜑 (𝑡𝜏𝑝) − 𝜑(𝑡𝜏𝑝𝑞)| ≤ 𝐴𝑞|𝑡𝑞 − 𝜏𝑞|

𝛼𝑞
,       𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛 , 𝑝 < 𝑞

|𝜑 (𝑡𝜏𝑝𝑞) − 𝜑(𝑡𝜏𝑝𝑞𝑟)| ≤ 𝐴𝑟|𝑡𝑟 − 𝜏𝑟|
𝛼𝑟 ,       𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, 𝑛 , 𝑝 < 𝑞 < 𝑟

…………………………………………………………………… .

|𝜑 (𝜏𝑡𝑝) − 𝜑(𝜏𝑡𝑝𝑞)| ≤ 𝐴𝑞|𝑡𝑞 − 𝜏𝑞|
𝛼𝑞
,       𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛 , 𝑝 < 𝑞

|𝜑(𝜏) − 𝜑(𝜏𝑡𝑝)| ≤ 𝐴𝑝|𝑡𝑝 − 𝜏𝑝|
𝛼𝑝
,       𝑝 = 1, 𝑛 

      (3) 

(3) принимая во внимание систему неравенств 
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|𝜑(𝑡) − 𝜑(𝜏)| ≤ |𝜑(𝑡) − 𝜑(𝑡𝜏1)| + |𝜑(𝑡𝜏1) − 𝜑(𝑡𝜏12)| + ⋯+ 

+|𝜑(𝜏𝑡𝑛−1,𝑛) − 𝜑(𝜏𝑡𝑛)| + |𝜑(𝜏𝑡𝑛) − 𝜑(𝜏)|, 

из неравенства следует утверждение теоремы. 

Некоторые суммы используются позже.  

𝜑𝑛(𝜏; 𝑡) = 𝜑𝑛(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛; 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) 

через определим следующую сумму 

 𝜑𝑛(𝜏; 𝑡) = 𝜑(𝜏) −∑𝜑(𝜏𝑡𝑝) +∑∑𝜑(𝜏𝑡𝑝𝑞) −⋯+

𝑛

𝑞=1

𝑛

𝑝=1

𝑛

𝑝=1

 

+(−1)𝑛−2∑∑𝜑(𝑡𝜏𝑝𝑞) + (−1)
𝑛−1∑𝜑(𝑡𝜏𝑝) + (−1)

𝑛𝜑(𝑡)

𝑛

𝑝=1

𝑛

𝑞=1

𝑛

𝑝=1

, 𝑝 < 𝑞     (4) 

из этого 

𝜑𝑛(𝜏; 𝑡) = (−1)
𝑛𝜑𝑛(𝑡; 𝜏)               (5) 

проверить правильность равенства несложно. Сумма 𝜑𝑛(𝜏; 𝑡) имеет 2𝑛 

слагаемых. 

 Например, когда n=3 

𝜑3(𝜏; 𝑡) = 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) − 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3) + 

 +𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) + 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) + 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)                  (6) 

𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡) = 𝜑𝑛(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑝−1, 𝑡𝑝, 𝜏𝑝+1, … , 𝜏𝑛; 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛) 

через этот 
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 𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡) = 𝜑 (𝜏𝑡𝑝) −∑𝜑(𝜏𝑡𝑝𝑞) +

𝑛

𝑞=1
𝑞≠𝑝

∑ ∑𝜑

𝑛

𝑟=1
𝑞<𝑟

𝑛

𝑞=1
𝑞,𝑟≠𝑝

(𝜏𝑡𝑝𝑞𝑟) −⋯+ 

+(−1)𝑛−3 ∑ ∑𝜑

𝑛

𝑟=1
𝑞<𝑟

𝑛

𝑞=1
𝑞,𝑟≠𝑝

(𝑡𝜏𝑞𝑟) + (−1)
𝑛−2∑𝜑(𝑡𝜏𝑞) + (−1)

𝑛+1𝜑(𝑡)

𝑛

𝑞=1
𝑞≠𝑝

         7)  

Сумма (7) имеет 2𝑛−1слагаемых и строится аналогично (6), но на один 

слагаемый меньше. 

когда 𝑛 = 3, представление (7) выглядит следующим образом: 

{

𝜑3(𝜏𝑡3; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏12; 𝑡) = 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3) + 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3)

𝜑3(𝜏𝑡2; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏13; 𝑡) = 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) + 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) 

𝜑3(𝜏𝑡1; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏23; 𝑡) = 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) + 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) 

 (8)  

Аналогично 𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝𝑞; 𝑡) , 𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝𝑞𝑟; 𝑡) , … , 𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞; 𝑡)и 𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝; 𝑡) и т. д. 

Также строятся для сумм. 

когда 𝑛 = 3, видимость этих сумм будет: 

{

𝜑3(𝜏𝑡12; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏3; 𝑡) = 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)

𝜑3(𝜏𝑡13; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏2; 𝑡) = 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)

𝜑3(𝜏𝑡23; 𝑡) = 𝜑3(𝑡𝜏1; 𝑡) = 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) 

          (9)  

(6), в результате сложения двух вышеупомянутых систем и 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) 

это  

𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) = 𝜑3(𝜏; 𝑡) + 𝜑3(𝜏𝑡1; 𝑡) + 𝜑3(𝜏𝑡2; 𝑡) + 𝜑3(𝜏𝑡3; 𝑡) + +𝜑3(𝑡𝜏1; 𝑡) + 

+𝜑3(𝑡𝜏2; 𝑡) + 𝜑3(𝑡𝜏3; 𝑡) + 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)            (10) 
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 формируем цикл. В общем случае внешний вид этого зеркала будет 

следующим. 

𝜑(𝜏) = 𝜑𝑛(𝜏; 𝑡) +∑𝜑𝑛(

𝑛

𝑝=1

𝜏𝑡𝑝; 𝑡) +∑∑𝜑𝑛

𝑛

𝑞=1

𝑛

𝑝=1
𝑝<𝑞

(𝜏𝑡𝑝𝑞; 𝑡) + ⋯+ 

+∑∑𝜑𝑛

𝑛

𝑞=1

𝑛

𝑝=1
𝑝<𝑞

(𝑡𝜏𝑝𝑞; 𝑡) +∑𝜑𝑛(

𝑛

𝑝=1

𝑡𝜏𝑝; 𝑡) + 𝜑(𝑡)         (11)  

проверить правильность этого утверждения не так сложно, как указано 

выше. 

Разделим члены рассматриваемой суммы (4) на две такие группы, чтобы 

каждая группа была описана в виде вычитания функций, отличающихся 

только одним конкретным аргументом. В сумме (4) число таких групп равно 

2𝑛−1. С другой стороны, количество группировок будет точно равно 𝑛. 

Например, для суммы (4), Когда 𝑛 = 3: 

{
  
 

  
 
𝜑3(𝜏; 𝑡) = ⦋𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) − 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3)⦌ + ⦋𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝜏3)⦌

+⦋𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3)⦌ + ⦋𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)⦌,
            

𝜑3(𝜏; 𝑡) = ⦋𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝜏3)⦌ + ⦋𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3)⦌

+⦋𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)⦌ + ⦋𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3)⦌,
   

𝜑3(𝜏; 𝑡) = ⦋𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) − 𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝜏3)⦌ + ⦋𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝑡3) − 𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3)⦌

+⦋𝜑(𝑡1, 𝜏2, 𝑡3) − 𝜑(𝜏1, 𝜏2, 𝑡3)⦌ + ⦋𝜑(𝑡1, 𝑡2, 𝜏3) − 𝜑(𝜏1, 𝑡2, 𝜏3)⦌.
                

 

Аналогичные соображения можно применить к суммам 𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡) ,

𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝𝑞; 𝑡) , … , 𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞; 𝑡)и 𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝; 𝑡). 
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В этом пункте мы оцениваем суммы, рассмотренные в (4); для этого мы 

сначала посмотрим на 𝑛 = 3. Из приведенной выше системы мы находим из 

(4), что модуль суммы меньше или равен сумме модулей: 

|𝜑3(𝜏; 𝑡)| ≤ 4𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘 ,    𝑘 = 1,2,3.      

С бозонностью видно, что в общем случае:  

{
 
 
 
 

 
 
 
 

|𝜑𝑛(𝜏; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−1𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|

𝛼𝑘 ,      𝑘 = 1, 𝑛    

|𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−2𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|

𝛼𝑘 ,    𝑘 ≠ 𝑝;   𝑘, 𝑝 = 1, 𝑛  

|𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝𝑞; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−3𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|

𝛼𝑘 ,    𝑘 ≠ 𝑝, 𝑞;   𝑝 < 𝑞;    𝑘, 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛  

………………………………………………………………………………… .

|𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞𝑟; 𝑡)| ≤ 2
2𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|

𝛼𝑘 ,    𝑝 < 𝑞 < 𝑟;   𝑘 ≠ 𝑝, 𝑞, 𝑟;    𝑘, 𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, 𝑛

|𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞; 𝑡)| ≤ 2𝐴𝑘|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘 ,    𝑘 ≠ 𝑝, 𝑞;   𝑝 < 𝑞;    𝑘, 𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛

(12) 

это то, что мы находим, используя первый: 

|𝜑𝑛(𝜏; 𝑡)| ≤ [|𝜑𝑛(𝜏; 𝑡)|
𝑛]
1
𝑛 ≤ [∏2𝑛−1𝐴𝑘

𝑛

𝑘=1

|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘]

1
𝑛

= 

= 2𝑛−1∏𝐴
𝑘

1
𝑛|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|

𝛼𝑘
𝑛

𝑛

𝑘=1

 

После аналогичных рассуждений можно получить следующие 

неравенства для остальных неравенств вышеуказанной системы: 

|𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞; 𝑡)| ≤ 2 √𝐴𝑝 ∙ 𝐴𝑞  |𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑝
2 ∙ |𝜏𝑞 − 𝑡𝑞|

𝛼𝑞
2 ;    

𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛;   𝑝 < 𝑞,                      (13)  
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|𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝𝑞𝑟; 𝑡)| ≤ 4 √𝐴𝑝 ∙ 𝐴𝑞 ∙ 𝐴𝑟
3

 |𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑝
3 ∙ |𝜏𝑞 − 𝑡𝑞|

𝛼𝑞
3 ∙ |𝜏𝑟 − 𝑡𝑟|

𝛼𝑟
3 ;   

𝑝 < 𝑞 < 𝑟;   𝑝, 𝑞, 𝑟 = 1, 𝑛;                (14) 

              …  …  ...  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  … 

|𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝𝑞; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−3∏𝐴

𝑘

1
𝑛−2

𝑛

𝑘=1

|𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑘
𝑛−2;      

𝑝, 𝑞 = 1, 𝑛;     𝑝 < 𝑞    𝑘 ≠ 𝑝, 𝑞                (15) 

|𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−2∏𝐴

𝑘

1
𝑛−1

𝑛

𝑘=1

|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘
𝑛−1;      𝑝 = 1, 𝑛;       𝑘 ≠ 𝑝,        (16)  

|𝜑𝑛(𝜏; 𝑡)| ≤ 2
𝑛−1∏𝐴

𝑘

1
𝑛

𝑛

𝑘=1

|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘
𝑛 ;                 (17)  

Запишем первое из (3) через сумму 𝜑𝑛 (𝜏𝑡𝑝; 𝑡) следующим образом: 

|𝜑𝑛 (𝑡𝜏𝑝 , 𝑡)| ≤ 𝐴𝑝|𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑝
,    𝑝 = 1, 𝑛                (18) 

заметим, что для случаев 𝑛 = 2, 3 мы получаем оценки для тех же сумм: 

|𝜑2 (𝑡𝜏𝑝 , 𝑡)| ≤ 𝐴𝑝|𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑝
,    𝑝 = 1,2                 (19) 

|𝜑2(𝜏; 𝑡)| ≤ 2 √𝐴1 ∙ 𝐴2 |𝜏1 − 𝑡1|
𝛼1
2 ∙ |𝜏2 − 𝑡2|

𝛼2
2 ,      (20) 

|𝜑3 (𝑡𝜏𝑝 , 𝑡)| ≤ 𝐴𝑝|𝜏𝑝 − 𝑡𝑝|
𝛼𝑝
,    𝑝 = 1,3                 (21) 

|𝜑3 (𝑡𝜏𝑝; 𝑡)| ≤ 2∏𝐴
𝑘

1
2

3

𝑘=1

|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘
2 ;      𝑝 = 1,3;       𝑘 ≠ 𝑝,      (22)  

https://scientific-jl.com/luch/


 

 
 

https:// journalss.org/index.php/luch/                                    Часть-61_ Том-2_Январь-2026 99 

|𝜑3(𝜏; 𝑡)| ≤ 4∏𝐴
𝑘

1
3

3

𝑘=1

|𝜏𝑘 − 𝑡𝑘|
𝛼𝑘
3 ;                        (23) 
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