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Annotatsiya: Ushbu magolada Volterraning integral tenglamalarini tagribiy
yechish usullari, ularning amaliy qo‘llanilish imkoniyatlari hamda yechim
aniqligining nazariy baholanishi o‘rganilgan. Turli taqribiy yondashuvlar -
diskretlashtirish, iteratsion va interpolatsion usullar solishtirilib, xatolik chegaralarini
aniqlash bo‘yicha matematik asoslar keltirilgan.

Kalit so’zlar: Sun’iy intellekt, C++, Java, analitik solishtirish (comparative
analysis), empirik kuzatuv (empirical observation), Python, Julia tili.

Kirish Volterraning integral tenglamalari matematikaning muhim bo‘limlaridan
biri bo‘lib, ular ko‘plab fizik, biologik va texnik jarayonlarni modellashtirishda keng
qo‘llaniladi. Bunday tenglamalar ko‘pincha analitik tarzda yechilmaydi, shu sababli
ularni taqribiy usullar yordamida yechish zarur bo‘ladi. Taqribiy yechimlar
yordamida real tizimlarning dinamik xatti-harakatlarini tahlil gilish, prognozlash va
boshqgarish i1mkoniyati paydo bo‘ladi. Ushbu maqolada Volterraning integral
tenglamalarini yechishda qo‘llaniladigan eng samarali taqribiy usullar — iteratsion,
kvadraturali va interpolatsion yondashuvlar ko‘rib chiqiladi. Shuningdek,
yechimlarning aniqlik darajasi, xatolik chegaralarini baholash tamoyillari va ularning
amaliy hisoblashlarga ta’siri tahlil qilinadi. Tadqiqotning maqgsadi — tagribiy
yechimning nazariy asoslarini aniglash hamda xatolikni kamaytirish orgali hisoblash
natijalarining ishonchliligini oshirishdan iborat.

.- Mavzuga oid adabiyotlar tahlili (Literature review). Volterraning integral
tenglamalari nazariyasi bo‘yicha ilmiy izlanishlar XIX asr oxiridan boshlab
shakllanib, hozirga gadar keng rivoj topgan. Dastlab G. Volterra tomonidan chizigli
integral tenglamalar nazariyasi ishlab chiqilgan bo‘lib, keyinchalik bu yo‘nalishda
ko‘plab olimlar — Fredholm, Nyuton, Lapunov va boshgalar tomonidan muhim
natijalar olingan. So‘nggi yillarda Volterraning integral tenglamalarini taqribiy
yechish usullari  kompyuter texnologiyalarining rivojlanishi  bilan yanada
takomillashdi. Zamonaviy adabiyotlarda diskretlashtirish, kvadraturali va
kollokatsion usullar asosida samarali algoritmlar ishlab chigilgan. Ayrim
tadgigotlarda xatolikni kamaytirish uchun adaptiv panjara usullari va spline-
interpolatsiyaga asoslangan yondashuvlar qo‘llanilgan. Shuningdek, sun’iy intellekt
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va ragamli optimallashtirish metodlari yordamida integral tenglamalar yechimining
aniqligini oshirish bo‘yicha yangi ilmiy natijalar e¢’lon qilinmogda. Shu bois, bu
mavzu hozir ham dolzarb ilmiy yo‘nalishlardan biri bo‘lib qolmoqda..
- Tadgigot metodologiyasi (Research Methodology).
Volterning tenglamalarini tagribiy echishning metodologik asosi.
Integral tenglamalar nazariyasidan ma’lumki, agarda K(x,s) yadroR{a < s <
x < b} sohada uzluksiz funksiya, f(x) —esa [a,b] uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda

y(x) — )\J K(x,s) y(s) ds = f(x) (2.1)

Volterrning 2-tur integral tenglamasi A ning ixtiyoriy giymatida yagona y(x)
echimga ega bo‘ladi.
Bu echimni

Y6 = D W () 22)
k=0

ko‘rinishda izlash mumkin.
(2.2) ni (2.1) ga go‘yib, A ning bir xil darajalari oldidagi kaeffisentlarni
tenglashtirib, quyidagini olamiz
@o(¥) = f(X); @1 () = [[" K ) @ic(s)ds. (23)
Agar
N = max |f(x)]| , M = max|K(x,s)]|.
asxs<b R
bo‘lsa, u holda
MX(b — a)kN
k! '

lox )| <

bo‘ladi.

Bundan, agar biz (2.1) integral tenglamaning tagribiy ildizi sifatida (2.2)
gatorning n -xususiy olsak:

(2.4)

700 = ) 2 )
i=0

U holda, uning goldig‘ini

i A @ (x)

k—-n+1
ko‘rinishda baholanishi mumkin.

-Tahlil va natijalar (Analysis and results). Volterning integral tenglamalarini
taqribiy echimi xatoligini baholash.
Judayam go‘pol shu bilan birgalikda juda oddiy xatolik baxosi quidagicha:

L bilan |A|M(b — a) ko‘paytmani belgilaymiz va (2.5) bahodan LN

(n+1)

3 i IAJKMK(b — a)kN
< - .

ly(x) — Yn()| = (2.5)

k—-n+1
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chigaramiz,

Ln+1N L LZ
|Y(X)_Yn(X)| Sm {1+ }

n+2+(n+2)(n+3)+

hosil bo‘ladi. Katta gavs ichidagi gatorni
2 3

14— +(L)+(L)+
n+ 2 n+2 n+2
U holda quidagi bahoni olamiz

[P+IN cd

(n+ 1) 1 — L
n+ 2
Shunda faraz gilamiz n shunachalik kata bo‘lsinki, unda L <n+ 2 bo‘lsin.
Agar (2.3) da kvadraturani hisoblab bo‘Imasa, u holda ularni hisoblablash uchun teng
uzoqlashgan absissali kvadratur formulalarni qo‘llashlash mumkin.
Masalan, umumlashgan trapetsiya formulasini qo‘llaymiz. Agar [a, b] kesmani

s ta teng gisimga bo‘sak va
b— :
h==22; x,=a+kh K(x,%)=Kij; on(xi) = = @px, @nk NiNg

S

tagribiy giymatini @, deb belgilasak, u holda

Xk

Pn+1k = f K(Xk; 5) (Pn(S)dS
0

h
~5 [Kko(pno +2 (Kkl(pn1 + Kiggn, 7 + +Kkk_1(pnk_1) + Kkk(pnk]

lyx) — Yo ()| <

yoki

h
Priik =5 Koy + 2 (Kiym, + Kic, + 7+ Kkk_@nk_l) + Kkkank]
(k=0,1,2,..., S).
ga ega bo‘lamiz.
Pn+1x NI hisoblab, (2.1) integral tenglamaning taqribiy echimi
Yok = Dito A @ik (k=0,1,2,..., S)
formula bilan topilgan x tugunlarda olamiz.
Simpson umumlashgan formulasi qo‘llaganda, [a, b] kesmani 2s ta teng
gisimga bo‘lamiz ,
b—a

h = ;
2s

Xk = a + kh.
U holda

X2k

Pnrizk = f K(xg105) @5 (s)ds,

a
Integralni echishda Simpson formulasini go‘llab
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_ h _ _ _ _
Pn+12k = §{K2k,ofpn0 + 4(Kok1Pn, + Kok 2Pn, + Kog30n, + -+

+ Kok 2k-19Pn,2k-1) }
+ 2(Kak2@n2 + Kok a®ra + -+ +Kak2k-2Pn2k—2)
+ Kok 2P 2k n=0,12,..;k=0,1,2,..5)
ga ega bo‘lamiz.
Toq k larda ¢,,,1, ning qiymati interpolyasilash yo‘li bilan topiladi.

(2.1) Integral tenglamani echish uchun tenglamadagi integralni to‘g‘ridan
to‘g‘ri biror kvadratur formulaning yig‘indisi bilan almashtirish usulini go‘llash
mumkin. Masalan, umumlashgan trapitsiya formulasini qo‘llashda oraligni n ta
bo‘lakka bo‘lib,

Xo=a;x=a+h; ...;x,=a+nh=>b larda
XKk
ye=2 [ KGoo9) y(s)ds

a
hA
= Vi — > [Kk,o}’o + Z(Kk,1}’1 + Ky oy, + 0+ + Kk,kyk—l) + Kk,kyk]

~ f(xx),
yoki

hA
Vi = = [KioYo + 2(Kiea Vs + Ki2Ya + -+ + KiiYem1) + Kieeyie] = f (i) = 0,

ga ega bo‘lamiz.
Shunda

1 Ak <
Vi = ——{fic + - Koo + h2 ) Kiiif

1_7Kk,k i=1
Manosi [22] tog ragamlari uchun interpolatsiya orgali axtarishga majbur

bo‘lamiz.

Tenglamaning taxminiy echimi uchun (2.4) integralni to‘g‘ri almashtrish usuli
bilan ham go‘llash mumkin, tenglamaga kirgan har ganday kvadrat formulasining
yakuniy yig‘indisi bo‘yicha.

Masalan trapetsiyaning umumlashtrilgan formulasini go‘llasak chizigni teng
gisimlarga bo‘lish orqgali quidagi vujudga keladi

Xk

Yk _/1] K(xy,s)y(s)ds =
a

hA
“Vk TS [Ki0vo + 2(Ki1y1 + K2z + -+ Kije—1Vie-1) + Keavie] = FOa),
yoki
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hA
Yk~ [Kk,OYO + Z(Kk,lyl + Ky Yo + 00+ Kk,k—lyk—l) + Kk,k}’k] — f(x) =0,

shunda
1 AR -
Yk = fr + 7Kk,0Y0 + hﬁz Ky ,iYi¢-
1 _TKk,k i=1

Shunday qilib, y, hamma giymatlarini gadamma-gadam topamiz .
Volterraning 1-tur

AfK(x, s)y(s)ds = f (x)

integral tenglamasiga kelsak, K(x,s) va f(x) uzluksiz differensiallanuvchi,
K(x,x) > a > 0, uni Volterraning 2-tur integral tenglamasiga keltirish mumkin.
(2.1) tenglamaning ikkala qismini differensiallab

AK (x, x)y(x) + Aj K, (x,s)y(s)ds = f'(x)

ga ega bo‘lamiz va y(x) Volterraning

(00]

K, (x,s) 1 ()
y() +f K (x, x) y(s)ds = AK(x,x)
a
2-tur integral tenglamasining echimi bo‘ladi.
Masalan
oo —-X + —-3x
y0) - [ e oy(sdds = =°

0
Integral tenglamaning echimini toping.
Yechish: 1-usul
yechimni quidagicha topamiz
y(x) = y,(x) = @o(x) + 1 (%) + @2 (x) + @3(x) + @4 (x).
Bu erda

(00]

0o) = F0; 000) = [ K, )pia ().
Integrallash natijasida quidagilarga ega bo‘lamiz :

1
0o) = 3 (e +e7),

X

1
@1(x) = f e ¥ S po(s)ds = 5(36"‘ —2e73 — ™),

0
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X
1
0, (x) = je‘x_s ¢,(s)ds = E(Se"‘ — 9e73% 4 37 4 o7 7X),

0
X

1
p3(x) = fe‘x‘s ©,(s)ds = ﬁ(h‘x —20e73* + 18e75% — 4e77¥ — ¢7%%)
0
X

Pi(x) = f e ™5 p3(s)ds

0

1
=——(9e™* —35e73* + 50e7°* — 30e~7* + 5e ¥4~ 11¥)

3840
bu erdan
1
Y,(x) = 3840 [3839e¢™* + 5e73*¥ — 10e ™% + 10e~7* — 5e %% + ¢~11%]
Bu tenglamaning aniq echimi
y(x) =e™

Taqqgoslash uchun anig echimi va taxminiy echimlarning manosini keltiramiz
[31] quidagicha
y(0) = 1,00000 y(1) = 0,36788,
Y,(0) = 1,00000 Y,(1) =0,36783

- Xulosa va takliflar (Conclusion/Recommendations). Yugoridagi
tahlillar shuni ko‘rsatadiki, Volterraning integral tenglamalarini tagribiy yechish
usullari murakkab hisoblash masalalarini soddalashtirishda muhim ahamiyatga ega.
Turli yondashuvlar — iteratsion, kvadraturali va interpolatsion usullar — oz
afzalliklariga ega bo‘lib, ularni tanlash yechim aniqligi va hisoblash tezligiga bog‘liq.
Taqribiy yechimlarning xatoligini baholash esa natijalarning ishonchliligini
ta’minlaydi va ularni amaliy sohalarda qo‘llash imkonini beradi. Shuningdek,
zamonaviy ragamli texnologiyalarni qo‘llash taqribiy yechimlarning aniqgligini
sezilarli darajada oshiradi. Shu bois, VVolterra integral tenglamalarini samarali yechish
usullarini takomillashtirish matematik modellashtirish va amaliy hisoblashlarda
muhim ilmiy yo‘nalish bo‘lib qolmoqda.
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