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Аннотация: В данной статье исследуются квадратичные стохастические 

операторы, построенные на основе биномиального распределения. Изучаются 

основные динамические свойства оператора, включая стационарные точки, 

устойчивость и предельное поведение траекторий. Полученные результаты 

способствуют развитию теории нелинейных стохастических операторов. 
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QUADRATIC STOCHASTIC OPERATORS CONSTRUCTED FROM 

BINOMIAL DISTRIBUTIONS 

Abstract: This paper studies quadratic stochastic operators constructed based 

on the binomial distribution. The main dynamical properties of the operator, 

including fixed points, stability, and limiting behavior of trajectories, are analyzed. 

The results contribute to the development of the theory of nonlinear stochastic 

operators. 
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Пусть n=  и  aA,= . Для клетки   положим ( )An - число аллелей 

А в клеткеи  (т.е. число «успехов») и зададим меру a   на   как 

биномиальное распределение  

( ) ( ) ( ) AA nnn

a qp
−

=  

Где 1,0,0 =+ qpqp  и  =qp / . При qp =  т.е. 1= , мера 
1  является 

равномерным распределением на  . Пусть теперь множество ребер графе 

( )L, - пусто, т.е.   не снабжено структурной графа. В этом случае, 

отнождествляя клетки 
1  и 

2 , у которых ( ) ( )21  AA nn = , образуем 

пространство клеток  n ~,...,~,~ 21= , где l
~ -совокупность клеток с ( ) lnA =. , на 

котором определено распределение 

( ) 1~ −= nll

nla qpC        (1) 

Пусть V
~

 квадратичный оператор, построенный по распределению (1) и 

действующий на  

( ) ( )








==== 
=

n

l

lln xnlxxxxxS
1

21 1,,0,0:,...,,  

Квадратичный оператор называется менделевским, если правила 

наследования, определенные этим оператором, удовлетворяют знаком 

Менделя (1). Приведем некоторые модели, описываемые квадратичными 

операторами. 

Во всех ниже следующих примерах предполагается, что 2/1== qp  и 

соответствующие множества  , с n=  не снабжены структурой графа. 

1. Случай 1=n . В модели наследственной передачи, предложенной 

Элстоном и Стьюартом в 1971 году (1),  передача признака от родителей к 

потомству описывается тремя показателями вероятности этой передачи: 

AAAp ,  - от родителя с генотипом АА ребенку передается аллель А , 

AAap ,  - от родителя с генотипом Аа ребенку передается аллель А , 
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Aaap ,  - от родителя с генотипом аа ребенку передается аллель А . 

И тогда                          Aa pp ...,..., 1−=                    (2) 

Пусть 1x  и 2x -частоты алелей А и а соответственно. Тогда, так как ( 1x  

2x )
1S ,  квадратичный стохастический оператор определяет, как изменяются 

частоты аллелей от поколения к поколению по формуле (1) 







++=

++=

2

2,21,

2

1,2

2

2,21,

2

1,1

2

2

xpxxpxpx

xpxxpxpx

aaaaAaaAA

AaaAAaAAA

          (3) 

В соответствии с гипотезой о менделевском типе наследования 

вероятности определены следующим образом: 

12/10

02/11

,,,

,,,

===

===

aaaaAaaAA

AaaAAaAAA

ppp

ppp

                      (4) 

Подставляя величины (1.2.4) в (1.2.3), получим 





+=

+=

21

2

22

21

2

11

xxxx

xxxx

 

Отсюда, т.к. 121 =+ xx   окончательно имеем  






=

=

22

11

xx

xx

       (5) 

Т.е. частоты аллелей не изменяются от поколения к поколению, что 

составляет первое утверждение в законе Харди-Вайнберга. 

Предложение 1. Закон Харди-вайнберга о неизменности частоты 

аллелей от поколения к поколению справедлив только при менделевском типе 

наследования. 

Доказательство. Введем следующие обозначения: 

cpbpap AaaAAaAAA === ,,, ,, , тогда утверждение Харди-Вайнберга 

записывается следующим образом: 
( ) ( )22 112 xcxbxaxx −+−+=

 

Или после некоторых упрощений 
( ) ( ) cxcbxcbax +−++−= 22 2
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Тогда неизменность частоты следует при  

( )








=

=−

+−

0

12

2

c

cb

cba

 

Решив эту систему, получим 0,2/1,1 === cba  откуда и следует 

утверждение предложения 1. 

Из (5) видно, что ( ) 11 SSV = . 

2. Случай 2=n . Пусть  ( ) 2

321 ,, Sxxxx = - частоты генотипов АА Аа и 

аа соответственно. Обозначим для краткости генотипы АА, Аа и аа  через 1,2 

и 3 соответственно. При менделевским типе наследования квадратичный 

оператор 
 3

1,,, =kjlkjlp  определяется следующим образом 

















2/100

2/112/1

002/1

14/10

02/10

04/11

 

Частоты генотипов от поколения к поколению изменяются по формуле 

(1.1.1). Подставляя в (1.1.1) выше указанные вероятности, получим 









++=

+++=

++=

2
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2
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2
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2
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Или окончательно 

                   

( )

( )( )

( )








+=

++=

+=

2

233

23212

2

211

2/1

2/12/12

2/1

xxx

xxxxx

xxx

            (6) 

Чтобы определить частоты генотипов в следующем поколении, в (6) 

необходимо подставить 21, xx 
 и 3x  вместо 21, xx  и 3x  соответственно, т.е. 

получим уравнения 
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( )

( )( )

( )








+=

++=

+=

2
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23212

2
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2/1

2/12/12

2/1

xxx
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            (7) 

Или, подставляя в (7) выражения (6) окончательно имеем 

( )

( )( )

( )
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
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



+=

++=
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Откуда следует, что частоты генотипов во всех последующих 

поколениях будут такими же, как в первом поколении. Сформулируем это 

свойство в виде следующего предложения. 

Предложения 2. устойчивая (стабильная) частота генотипов 

достигается за  одно поколение. 

Это предложение есть третье утверждение закона Харди-Вайнберга, 

правда, чуть в общем виде. 

Из (6) видно что прообраз точки (0;1;0) пуст, откуда  следует, что 

оператор не является сюрьективным отображением. 

3.Случай 3=n . Пусть ( ) 3

4321 ,,, Sxxxxx = - частоты генотипов  ААА, 

Ааа, Ааа и ааа соответственно. Обозначим для краткости генотипы ААА, 

ААа, Ааа и ааа через 1,2,3 и 4 соответственно. Несложные вычисления 

показывают, что соответствующий оператор  4
1,,, =kjlkjlp  определяется 

следующим образом: 



















2/1

2/1

0

0

6/1

3/2

6/1

0

18/1000

9/42/16/10

9/42/13/22/1

18/106/12/1

19/200

09/59/20

09/29/50

009/21

 

Частоты генотипов от поколения к поколению изменяются по формуле 

(1). Подставляя в (1) выше указанные вероятности, получим 
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



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2
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2

23224

2
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2
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2
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2
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2
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xxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxx
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Упрощая, получим 

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )











+++=

+++++++=

+++++++=

+++=

234344

23432321343

32133234212

321211

3/13/23/1

3/13/23/23/13/23/1

3/13/23/23/13/23/1

3/13/23/1

xxxxxx

xxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx

xxxxxx

    (8) 

Чтобы определить  частоты генотипов в следующем поколении, в (8) 

необходимо подставить 4321 ,, xиxxx       вместо 321 ,, xxx   и 4x  

соответственно, т.е. получим уравнения 

( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( )











+++=
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+++++++=

+++=

234344

23432321343

32132234212

321211

3/13/23/1

3/13/23/23/13/23/1

3/13/23/23/13/23/1

3/13/23/1

xxxxxx

xxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx

xxxxxx

     (9) 

Или, подставляя в (9) выражения (8), окончательно имеем 

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )

( )( ) ( )















++++++=
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+++++

++++++++=

++++++=

3

234234344

2

234321

23432321343
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2

321

32132234212

3

321321211

3/13/23/23/13/23/13/1

3/13/23/13/22

3/13/29/23/13/23/13/1

3/13/23/13/22

3/13/29/23/13/23/13/1

3/13/23/23/13/23/13/1

xxxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxxxxxxx
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xxxxxxxxxxx

xxxxxxxxx

 

Методом математической индукции по п  можно доказать следующую 

формулу 
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
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


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−
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1
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1
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1
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1

3
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2
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1
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1

2

3

32132121

1

1

3/13/23/133/13/23/13/1
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При →n    получаем, что  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )32344

2

2243213

324

2

3212

3

3211

3/13/2lim

3/13/23/13/23lim

3/13/23/13/23lim

3/13/2lim

xxxx

xxxxxxx

xxxxxxx
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n

n

n

n

n

n

n

n

++=
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++++=
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→

→

→

→

 

Из (8) видно,  что прообразы  точек (0,1,0,0) и (0,0,1,0) являются пустыми 

множествами, т.е. оператор не является сюрьективным отображением. 

Таким образом, доказаны следующие теоремы. 

Теорема 1. Квадратичные операторы V
~

, определенные выше, 

менделевские при 1=  и 1=n  или 2=n , а при 3=n  не являются 

менделевскими. 

Менделевость оператора эквивалентна тому, что, начиная совторого 

шага, последовательность ( )1+kx  стабилизируется.  

Теорема 2. Для квадратичного оператора V
~

  при 1=  и 3=n , 

траектория асиптотически стабильна, т.е. ( )kx  при →k  сходится. 

Теорема 3. Квадратичный оператор V
~

 при 1=  и 1=n  сюрьективен, а 

при 2=n  и 3=n  не является сюрьективным. 
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