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Annotatsiya. Ushbu maqolada ikkinchi tartibli operatorli matritsa 

ko‘rinishidagi umumlashgan Fridrixs modeli 𝐴𝜅(𝑠) (𝜅 > 0 va 𝑠 ∈ 𝑇𝑑) qaralgan. 

𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa Fok fazosining nol zarrachali va bir zarrachali qism 

fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiladi. Maqolada 𝐴𝜅(𝑠) operatorli 

matritsaning muhim spektrdan tashqarida yotuvchi xos qiymatlarining mavjudlik 

shartlari va ularning soni tahlil qilingan. 

Kalit so‘zlar. Fridrixs modeli, xos qiymat, diskret spektr, muhim spektr. 

Abstract. In this paper, a generalized Friedrichs model in the form of a 

second-order operator matrix 𝐴𝜅(𝑠) (𝜅 > 0 and 𝑠 ∈ 𝑇𝑑) is considered. The operator 

matrix 𝐴𝜅(𝑠) acts in the direct sum of the zero-particle and one-particle subspaces 

of Fock space. The paper analyzes the conditions for the existence of eigenvalues of 

the operator matrix 𝐴𝜅(𝑠) lying outside the essential spectrum, as well as their 

number. 

Key words. Friedrichs model, eigenvalue, discrete spectrum, essential 

spectrum. 

Аннотация. В данной статье рассматривается обобщённая модель 

Фридрихса в виде операторной матрицы второго порядка 𝐴𝜅(𝑠) (𝜅 > 0 и 𝑠 ∈

𝑇𝑑). Операторная матрица 𝐴𝜅(𝑠) действует в прямой сумме нуль-частичного и 

одночастичного подпространств фоковского пространства. В работе 
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исследуются условия существования собственных значений операторной 

матрицы 𝐴𝜅(𝑠), лежащих вне существенного спектра, а также их количество. 

Ключевые слова. Модель Фридрихса, cобственное значение, 

дискретный спектр, существенный спектр. 

Kirish. Blok operator matritsalar – bu elementlari Banax yoki Hilbert fazolari 

orasidagi chiziqli operatorlardan iborat bo‘lgan matritsalardir [1]. Blok operator 

matritsalarning muhim bir sinfi panjaradagi soni saqlanmaydigan sistemalar bilan 

bog‘liq bo‘lgan Gamiltonianlardir. Bunday masalalar qattiq jism fizikasi [2], kvant 

maydonlar nazariyasi [3] va statistik fizikada [4, 5] masalalarida yuzaga keladi. 

Blok operatorli matritsalarning xos qiymatlarini tadqiq qilish masalasi chiziqli 

operatorlar nazariyasi hamda matematik fizikaning ko‘plab masalalarida eng faol 

o‘rganilayotgan obyektlardan biridir. Ushbu maqolada biz ikkinchi tartibli operatorli 

matritsalar oilasi (umumlashgan Fridrixs modellari deb ataluvchi) 𝐴𝜅(𝑠) (𝜅 > 0 va 

𝑠 ∈ 𝑇𝑑) ni ko‘rib chiqamiz. Bu operatorli matritsa Fok fazosining nol-zarrachali va 

bir zarrachali qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiladi. Maqolaning asosiy 

maqsadi ushbu oilaning xossalarini chuqur matematik tahlil qilish hamda tegishli 

Fredholm determinant yordamida uning muhim spektrdan tashqarida yotuvchi xos 

qiymatlarini tadqiq qilishdan iborat.  

[6-12] ishlarda Fridrixs modeli va umumlashgan Fridrixs modelining muhim 

va diskret spektrlariga oid tadqiqotlar olib borilgan. 

𝐻0 ≔ ℂ va 𝐻1 ≔ 𝐿2(𝑇𝑑) bo‘lsin. Bu yerda 𝑇𝑑 to‘plam 𝑑-o‘lchamli tor, ya’ni  

tomonlari mos ravishda aniqlashtirib biriktirilgan (−𝜋; 𝜋]𝑑 kub. 𝐻 ≔ 𝐻0⨁𝐻1 

gilbert fazosida quyidagicha aniqlangan umumlashgan Fridrixs modellari oilasi deb 

ataluvchi 𝐴𝜅(𝑠) ikkinchi tartibli operatorli matritsani aniqlaymiz: 

𝐴𝜅(𝑠): = (
𝐴00 𝜅𝐴01

 𝜅𝐴01
∗ 𝐴11(𝑠)

).                                 (1) 

Uning matritsa elementlari quyidagi tengliklar bilan aniqlangan: 
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𝐴𝑜𝑜𝑓0 = 𝜏𝑓0,        (𝐴𝑜1𝑓1) = ∫ 𝑓1(𝑡)
𝑇𝑑

𝑑𝑡, 

(𝐴11(𝑠)𝑓1)(𝑥) = Φ𝑠(𝑥) 𝑓1(𝑥),  𝑓𝑖 ∈ ℋ𝑖 , 𝑖 = 0,1. 

Bu yerda 𝜏 musbat haqiqiy son, Φ𝑠(∙) funksiya quyidachida aniqlanadi 

Φ𝑠(𝑥): = 𝜀 (
1

2
(𝑠 + 𝑥) ) + 𝜀(𝑥), 

𝜀(𝑥): = ∑(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑖)

𝑑

𝑖=1

, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, .  .  .  , 𝑥𝑑) ∈ 𝑇𝑑 . 

Oson ko‘rsatish mumkinki 𝐴𝜅(𝑠)   chiziqli, o‘z-o‘ziga qo‘shma va 

chegaralangan operator bo‘ladi. 

 ℋ0 ⊕ ℋ1  Gilbert fazosida   

𝐴(𝑠) = (
0 0
0 𝐴11(𝑠)

) 

ikkinchi tartibli operatorli matritsani qaraylik. 

U holda  𝐴(𝑠) operatorli matritsaning qo‘zg‘alish operatori 𝐴𝜅(𝑠) − 𝐴(𝑠) ikki 

o‘lchamli o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘lib, chekli o‘lcjamli qo‘zg‘alishlarda 

muhim spektrning o‘zgarmasligi haqidagi Veyl teoremasiga ko‘ra 𝐴𝜅(𝑠) va  𝐴(𝑠) 

operatorli matritsalarning muhim spektrlari ustma-ust tushadi. 

𝐴(𝑠) operatorli matritsaning aniqlanishiga ko‘ra  

𝜎(𝐴(𝑠)) = 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐴(𝑠)) = 𝐼𝑚 Φ𝑠(𝑥) 

Φ𝑠(𝑥) funksiya 𝑇𝑑 torda uzluksiz bo‘lganligi sababli, bu funksiya o‘zining 

eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi. Ya’ni  

𝑚(𝑠) ≔ min
𝑥𝜖𝑇𝑑

Φ𝑠(𝑥)   va  𝑀(𝑠) ≔ min
𝑥𝜖𝑇𝑑

Φ𝑠(𝑥)  

bo’lib,  𝐼𝑚 Φ𝑠(𝑥) = [𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)]  bo‘ladi. 

Yuqoridagi mulohazalardan ko‘rsatish mumkinki  

𝜎ess(𝐴𝜅(𝑠)) = [𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)] 

Har bir fiksirlangan 𝜅 > 0 va 𝑠𝜖𝑇𝑑 uchun quyidagi funksiyani aniqlaymiz. 

https://scientific-jl.com/luch/


 

 

https:// journalss.org/index.php/luch/                                    Часть-67_ Том-1_Апрелъ-2026 416 

∆𝜅(𝑠; 𝑧) = 𝜏 − 𝑧 − 𝜅2 ∫
𝑑𝜉

Φ𝑠(𝜉) − 𝑧
𝑇𝑑

 

Aniqlanishiga ko‘ra ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiya  ℂ\[𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)]  to‘plamda analitik 

bo‘ladi. Odatda, bu funksiyaga  𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsaga mos Fredgolm 

determinant deyiladi. 

1-lemma. Har bir 𝜅 > 0 va 𝑠𝜖𝑇𝑑 uchun 𝑧𝜅(𝑠)𝜖ℂ\[𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)] soni 𝐴𝜅(𝑠) 

operatorli maatritsaning xos qiymati bo‘lishi uchun 𝐴𝜅(𝑠; 𝑧𝜅(𝑠)) = 0 bo‘lishi zarur 

va yetarli. 

1-teorema. Har bir tayin 𝜅 > 0 va 𝑠𝜖Τ𝑑   da 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa 

(−∞: 𝑚(𝑠)) oraliqda ko‘pi bilan bitta xos qiymatga ega. 

Isbot. 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsaning muhim spektr 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐴𝜅(𝑠)) =

[𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)] dan tashqarida yotuvchi xos qiymatlarini tahlil qilish uchun unga mos 

∆𝜅(𝑠; 𝑧) Fredgolm determinantining nollarini o‘rganamiz. 

Dastlab ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiyani monotonlikka tekshiramiz: 

𝜕∆𝜅(𝑠; 𝑧)

𝜕𝑧
= −1 − 𝜅2 ∫

𝑑𝜉

(Φ𝑠(𝜉) − 𝑧)2

Τ𝑑

 

munosabatga e’tibor beradigan bo‘lsak,  ∀𝑧𝜖ℝ\[𝑚(𝑠); 𝑀(𝑠)] uchun 
𝜕∆𝜅(𝑠;𝑧)

𝜕𝑧
< 0 

bo‘ladi. Demak, ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiya monoton kamayuvchi funksiya bo‘ladi.  

Ikkinchi tomondan  

lim
𝑧→−∞

∆𝜅(𝑠; 𝑧) = +∞                          (2) 

bo‘ladi. 

1) Faraz qilaylik  ∫
𝑑𝜉

Φ𝑠(𝜉)−𝑚(𝑠)Τ𝑑  integral uzoqlashuvchi bo‘lsin. U holda 

∆𝜅(𝑠; 𝑚(𝑠)) = −∞ bo‘lib, ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiyaning  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda uzluksiz va 
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monoton kamayuvchi ekanligi hamda (2) munosabatni inobatga olsak, u holda 

shunday yagona 𝑧0𝜖(−∞; 𝑚(𝑠)) soni topilib, ∆𝜅(𝑠; 𝑧0) = 0 bo‘ladi. 1-lemmaga 

ko‘ra 𝑧0 soni 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsaning xos qiymati bo‘ladi.  

Demak, bu holatda 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda 1 ta xos 

qiymatga ega.  

2) ∫
𝑑𝜉

Φ𝑠(𝜉)−𝑚(𝑠)Τ𝑑  integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uning qiymati 𝐼(𝑚(𝑠)) ga 

teng bo‘lsin. 

2.1) Agar 𝜏 < 𝑚(𝑠) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 𝜅 > 0 uchun  ∆𝜅(𝑠; 𝑚(𝑠)) < 0 

bo‘lib, ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiyaning  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda uzluksiz, monoton kamayuvchi 

ekanligi hamda (2) munosabatga ko‘ra bu funksiya (−∞; 𝑚(𝑠)) oraqliqda yagona 

𝑧0 ega bo‘ladi. 1-lemmaga ko‘ra ∆𝜅(𝑠) funksiyaning noli bo‘lgan 𝑧0 soni 𝐴𝜅(𝑠) 

operatorli matritsaning xos qiymati bo‘ladi. Demak, bu holda 𝐴𝜅(𝑠) operatorli 

matritsa (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda yagona xos qiymatga ega.  

2.2) Faraz qilaylik 𝜏 > 𝑚(𝑠) bo‘lib, 𝜅 > √𝜏 − 𝑚(𝑠)(𝐼(𝑚(𝑠))−
1

2 bo‘lsin. U 

holda ko‘rsatish mumkinki, ∆𝜅(𝑠; 𝑚(𝜅)) < 0 bo‘ladi. Yana ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiyaning  

(−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda uzluksiz, monoton kamayuvchiligi hamda (2) munosabatdan 

foydalansak  ∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiya  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda yagona nolga ega degan 

xulosaga kelamiz. 

1 -lemmadan esa ∆𝜅(𝑠; 𝑧) ning noli bo‘lgan bu son 𝐴𝜅(𝑠) operatorli 

matritsaning xos qiymati bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, bu holda ham 𝐴𝜅(𝑠) 

operatorli matritsa 𝑚(𝑠) dan chapda yagona xos qiymatga ega bo‘ladi.  

2.3) Faraz qilaylik 𝜏 > 𝑚(𝑠) bo‘lib, 𝜅 < √𝜏 − 𝑚(𝑠)(𝐼(𝑚(𝑠))−
1

2 bo‘lsin. U 

holda  ∆𝜅(𝑠; 𝑚(𝜅)) > 0  bo‘ladi. Yuqoridagi kabi mulohaza yuritadigan bo‘lsak, 

∆𝜅(𝑠; 𝑧) funksiya  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda nolga ega emasligi kelib chiqadi. Ya’ni bu 

holda 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa  (−∞; 𝑚(𝑠)) oraliqda xos qiymatga ega emas degan 

xulosa qilish mumkin. 

Quyidagi teorema xuddi 1-teorema kabi isbotlanadi. 
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2-teorema. Har bir tayin 𝜅 > 0 va 𝑠𝜖Τ𝑑 uchun  𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa 

(𝑀(𝑠); +∞) oraliqda ko‘pi bilan bitta xos qiymatga ega. 

Yuqoridagi 1- va 2- teoremalardan quyidagicha xulosa chiqarish mumkin: 

𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsa muhim spektrdan tashqarida 2 ta xos qiymatga ega 

bo‘lsa, bu xos qiymatlardan bittasi muhim spektrdan chapda, ikkinchisi esa muhim 

spektrdan o‘ngda yotadi. 

Xulosa. Ushbu maqolada Fok fazosining qirqilgan nol-zarrachali va bir-

zarrachali qismfazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiluvchi 𝐴𝜅(𝑠) operatorli 

matritsaning ba’zi xossalari ko‘rib chiqildi. Uning muhim spektrdan tashqarida 

yotuvchi xos qiymatlari mavjud bo‘lish hsartlari va ularning soni to‘liq tahlil qilindi. 

Buning uchun 𝐴𝜅(𝑠) operatorli matritsaga mos Fredgolm determinant qurilib uning 

nollari yordamida operatorli matritsaning xos qiymatlari tahlil qilindi. 
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