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Annotatsiya. Ushbu maqolada ikkinchi tartibli operatorli matritsa
ko‘rinishidagi umumlashgan Fridrixs modeli 4,(s) (x > 0 va s € T%) garalgan.
A, (s) operatorli matritsa Fok fazosining nol zarrachali va bir zarrachali qism
fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiladi. Maqolada A,(s) operatorli
matritsaning muhim spektrdan tashqarida yotuvchi xos giymatlarining mavjudlik
shartlari va ularning soni tahlil gilingan.

Kalit so ‘zlar. Fridrixs modeli, xos qiymat, diskret spektr, muhim spektr.

Abstract. In this paper, a generalized Friedrichs model in the form of a
second-order operator matrix A, (s) (k > 0 and s € T?) is considered. The operator
matrix A, (s) acts in the direct sum of the zero-particle and one-particle subspaces
of Fock space. The paper analyzes the conditions for the existence of eigenvalues of
the operator matrix A,(s) lying outside the essential spectrum, as well as their
number.

Key words. Friedrichs model, eigenvalue, discrete spectrum, essential
spectrum.

AunHoTaumusi. B maHHOM cTaTtbe paccMaTpuBaeTcsi 000OmMIEHHAs MOJIEIb
®dpunprxca B BUjIe ONepaTopHON MaTpuilbl Broporo nopsiaka A, (s) (k >0u s €
T%). Oneparopnas Matpuna A, (s) nelcTByeT B IpsAMOIi CyMMe HyIb-4aCTUYHOTO U

OJTHOYACTUYHOTO TOJMPOCTPAHCTB (POKOBCKOTO TMpocTpaHcTBa. B pabote
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UCCIICYIOTCSI YCTIOBHsSI CYIIIECTBOBAHHMSI COOCTBEHHBIX 3HAYCHHH OIEPaTOPHOMN
Matpuiibl A, (S), IeKaImux BHE CYIIECTBEHHOTO CIIEKTPA, a TAKIKE X KOJIUYECTRO.

KiaoueBble cjoBa. Mogens @puapuxca, COOCTBEHHOE 3HAYCHHE,
JVCKPETHBIN CIEKTP, CYIIECTBEHHBIN CIIEKTP.

Kirish. Blok operator matritsalar — bu elementlari Banax yoki Hilbert fazolari
orasidagi chizigli operatorlardan iborat bo‘lgan matritsalardir [1]. Blok operator
matritsalarning muhim bir sinfi panjaradagi soni saqlanmaydigan sistemalar bilan
bog‘liq bo‘lgan Gamiltonianlardir. Bunday masalalar gattiq jism fizikasi [2], kvant
maydonlar nazariyasi [3] va statistik fizikada [4, 5] masalalarida yuzaga keladi.

Blok operatorli matritsalarning xos qiymatlarini tadqiq qilish masalasi chiziqli
operatorlar nazariyasi hamda matematik fizikaning ko‘plab masalalarida eng faol
o‘rganilayotgan obyektlardan biridir. Ushbu maqolada biz ikkinchi tartibli operatorli
matritsalar oilasi (umumlashgan Fridrixs modellari deb ataluvchi) A,.(s) (k > 0 va
s € T%) ni ko‘rib chiqamiz. Bu operatorli matritsa Fok fazosining nol-zarrachali va
bir zarrachali qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiladi. Maqolaning asosiy
magsadi ushbu oilaning xossalarini chuqur matematik tahlil gilish hamda tegishli
Fredholm determinant yordamida uning muhim spektrdan tashqarida yotuvchi xos
qiymatlarini tadqiq qilishdan iborat.

[6-12] ishlarda Fridrixs modeli va umumlashgan Fridrixs modelining muhim
va diskret spektrlariga oid tadqiqotlar olib borilgan.

Hy == Cva H; == L,(T%) bo‘Isin. Bu yerda T¢ to‘plam d-o‘lchamli tor, ya’ni
tomonlari mos ravishda aniqlashtirib biriktirilgan (—m;7]¢ kub. H := Hy®H,
gilbert fazosida quyidagicha aniglangan umumlashgan Fridrixs modellari oilasi deb
ataluvchi A, (s) ikkinchi tartibli operatorli matritsani aniqlaymiz:

_(Aoo KApq
AK(S)'_<K 01 A11(S)>'

Uning matritsa elementlari quyidagi tengliklar bilan aniqlangan:

(1
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Aoofo = tfy  (Aorfi) = f @,

(A1 (D)) = Ps(x) fi(x), i€ H;,  i=01
Bu yerda T musbat haqiqiy son, @, (-) funksiya quyidachida aniglanadi

d.(x):=¢ (% (s+x) ) + e(x),

d
e(x):= z(l —cosx;),x = (x1,%y,. . . ,xq) €T
i=1

Oson ko‘rsatish mumkinki A,(s) chizigli, o‘z-o‘ziga qo‘shma va
chegaralangan operator bo‘ladi.

Hy D H; Gilbert fazosida

Als) = (8 A1?(5)>

ikkinchi tartibli operatorli matritsani qaraylik.

U holda A(s) operatorli matritsaning qo‘zg‘alish operatori A, (s) — A(s) ikki
o‘lchamli o‘z-o0°‘ziga qo‘shma operator bo‘lib, chekli o‘lcjamli qo‘zg‘alishlarda
muhim spektrning o‘zgarmasligi haqidagi Veyl teoremasiga ko‘ra 4,.(s) va A(s)
operatorli matritsalarning muhim spektrlari ustma-ust tushadi.

A(s) operatorli matritsaning aniqlanishiga ko‘ra

0(A(S)) = a5 (A(s)) = Im d(x)

@, (x) funksiya T¢ torda uzluksiz bo‘lganligi sababli, bu funksiya o‘zining

eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi. Ya’ni
m(s) = min ®,(x) va M(s) = min bs(x)
bo’lib, Im ®,(x) = [m(s); M(s)] bo‘ladi.

Yugoridagi mulohazalardan ko‘rsatish mumkinki

Oess (Ax()) = [m(s); M(s)]

Har bir fiksirlangan x > 0 va seT % uchun quyidagi funksiyani aniglaymiz.
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d§

A (s;z) =1T—2z—K? jm

Td

Aniglanishiga ko‘ra A, (s; z) funksiya C\[m(s); M(s)] to‘plamda analitik
bo‘ladi. Odatda, bu funksiyaga A, (s) operatorli matritsaga mos Fredgolm
determinant deyiladi.

1-lemma. Har bir k > 0 va seT¢ uchun z,(s)eC\[m(s); M(s)] soni A,(s)
operatorli maatritsaning xos qiymati bo‘lishi uchun A4,.(s; z,(s)) = 0 bo‘lishi zarur
va yetarli.

1-teorema. Har bir tayin k >0 va seT¢ da A,(s) operatorli matritsa
(—o0:m(s)) oraligda ko‘pi bilan bitta xos qiymatga ega.

Isbot. A,(s) operatorli matritsaning muhim spektr o,s(A,(s)) =
[m(s); M(s)] dan tashqarida yotuvchi xos giymatlarini tahlil qilish uchun unga mos
A, (s; z) Fredgolm determinantining nollarini o‘rganamiz.

Dastlab A, (s; z) funksiyani monotonlikka tekshiramiz:

aAK(S;Z)__ 2 dé
Tz " de (@) —2)?

A (s;2)

py <0

munosabatga e’tibor beradigan bo‘lsak, VzeR\[m(s); M(s)] uchun

bo‘ladi. Demak, A, (s; z) funksiya monoton kamayuvchi funksiya bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan
lim A.(s;z) = +o0 (2)
Z——00

bo‘ladi.

d§

1) Faraz qilaylik de Dy(&)—m(s)

integral uzoglashuvchi bo‘lsin. U holda

A, (s;m(s)) = —oo bo‘lib, A, (s; z) funksiyaning (—oo; m(s)) oraliqda uzluksiz va
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monoton kamayuvchi ekanligi hamda (2) munosabatni inobatga olsak, u holda
shunday yagona zye(—oo; m(s)) soni topilib, A, (s;z,) = 0 bo‘ladi. 1-lemmaga
ko‘ra z, soni A, (s) operatorli matritsaning xos giymati bo‘ladi.

Demak, bu holatda A, (s) operatorli matritsa (—oo0; m(s)) oraligda 1 ta xos

qiymatga ega.

d§ : : C e : : :
2) dem integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uning qiymati I(m(s)) ga

teng bo‘lIsin.

2.1) Agar T < m(s) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy k¥ > 0 uchun A,(s;m(s)) <0
bo‘lib, A, (s; z) funksiyaning (—oo; m(s)) oraligda uzluksiz, monoton kamayuvchi
ekanligi hamda (2) munosabatga ko‘ra bu funksiya (—oo; m(s)) oraqliqda yagona
Z, ega bo‘ladi. 1-lemmaga ko‘ra A, (s) funksiyaning noli bo‘lgan z, soni A,(s)
operatorli matritsaning xos qiymati bo‘ladi. Demak, bu holda A, (s) operatorli

matritsa (—oo; m(s)) oraliqda yagona xos qiymatga ega.

2.2) Faraz qilaylik 7 > m(s) bo‘lib, k > /T — m(s) (I(m(s))"z bolsin. U
holda ko‘rsatish mumkinki, A, (s; m(x)) < 0 bo‘ladi. Yana A, (s; z) funksiyaning
(—o0; m(s)) oraligda uzluksiz, monoton kamayuvchiligi hamda (2) munosabatdan
foydalansak A, (s;z) funksiya (—oo0;m(s)) oraligda yagona nolga ega degan
xulosaga kelamiz.

1 -lemmadan esa A,(s;z) ning noli bo‘lgan bu son A,(s) operatorli
matritsaning xos qiymati bo‘lishi kelib chigqadi. Demak, bu holda ham A,(s)

operatorli matritsa m(s) dan chapda yagona xos qiymatga ega bo‘ladi.

2.3) Faraz qilaylik 7 > m(s) bo‘lib, k < /T —m(s) (I(m(s))"2 bolsin. U
holda A,(s;m(x)) > 0 bo‘ladi. Yuqoridagi kabi mulohaza yuritadigan bo‘lsak,
A, (s; z) funksiya (—oo;m(s)) oraligda nolga ega emasligi kelib chigadi. Ya’ni bu
holda A, (s) operatorli matritsa (—oo; m(s)) oraligda xos qiymatga ega emas degan
xulosa qilish mumkin.

Quyidagi teorema xuddi 1-teorema kabi isbotlanadi.
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2-teorema. Har bir tayin k > 0 va seT? uchun A, (s) operatorli matritsa
(M (s); +o0) oraligda ko*pi bilan bitta xos qiymatga ega.

Yugqoridagi 1- va 2- teoremalardan quyidagicha xulosa chigarish mumkin:

A, (s) operatorli matritsa muhim spektrdan tashqarida 2 ta xos qiymatga ega
bo‘lsa, bu xos giymatlardan bittasi muhim spektrdan chapda, ikkinchisi esa muhim
spektrdan o‘ngda yotadi.

Xulosa. Ushbu maqolada Fok fazosining qirqilgan nol-zarrachali va bir-
zarrachali gismfazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiluvchi A, (s) operatorli
matritsaning ba’zi xossalari ko‘rib chiqildi. Uning muhim spektrdan tashqarida
yotuvchi xos qiymatlari mavjud bo‘lish hsartlari va ularning soni to‘liq tahlil gilindi.
Buning uchun A, (s) operatorli matritsaga mos Fredgolm determinant qurilib uning

nollari yordamida operatorli matritsaning xos qiymatlari tahlil gilindi.
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