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 Аннотация. В данной статье классическая теория интегральных 

уравнений изложена для одномерных уравнений Фредгольма в классе 

непрерывных функций. Затем эта теория была применена к интегральным 

уравнениям Фредгольма второго рода. Вполне непрерывный оператор в классе 

квадратично суммируемых функций можно представить как сумму 

вырожденного оператора и оператора, достаточно малого по норме. 
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Annotation. In this article, the classical theory of integral equations is 

presented for one-dimensional Fredholm equations in the class of continuous 

functions. Then, this theory is applied to Fredholm integral equations of the second 

kind. A completely continuous operator in the class of square-integrable functions 
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can be represented as the sum of a degenerate operator and an operator that is 

sufficiently small with respect to the norm. 

Key words: linear integral equation, kernel, homogeneous, non-

homogeneous, complete metric space. 

Интегральное уравнение вида  

∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑏

𝑎

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥). 

не содержащее искомой функции 𝜑(𝑥) вне интеграла, называется 

интегральным уравнением Фредгольма 1-го рода.  

Линейным интегральным уравнением Фредгольма 2-го рода называется 

уравнение вида 

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑏

𝑎

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),                                        (1) 

где  𝜑(𝑥) −неизвестная функция, 𝐾(𝑥, 𝑡) и 𝑓(𝑥) −известные функции, 𝑥 и 

𝑡 −действительные переменные, изменяющиеся в интервале (𝑎, 𝑏), 

𝜆 −числовой множитель. 

 Функция 𝐾(𝑥, 𝑡) называется ядром интегрального уравнения (1); 

предполагается, что ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) определено в квадрате 𝛺 {𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤

𝑏} на плоскости (𝑥, 𝑡) и непрерывно в  𝛺, либо его разрывы таковы, что 

двойной интеграл 

∫ ∫|𝐾(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

имеет конечное значение. 

 Если  𝑓(𝑥) ≠ 0, то уравнение (1) называется неоднородным; если же 

𝑓(𝑥) = 0, то уравнение (1) принимает вид 

https://scientific-jl.com/luch/


 

 

https:// journalss.org/index.php/luch/                                    Часть-68_ Том-4_Мая-2026 308 

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑏

𝑎

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 0                                           (2) 

и называется однородным. 

 Решение уравнения Фредгольма 2-го рода дается формулой 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆)

𝑏

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡,                                   (3) 

где функция  𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆), называемая резольвентой Фредгольма уравнения (1), 

определяется равенством  

𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆) =
𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆)

𝐷(𝜆)
                                                    (4) 

при условии, что  𝐷(𝜆) ≠ 0. Здесь 𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆) и 𝐷(𝜆) −степенные ряды по 𝜆: 

𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆) = 𝐾(𝑥, 𝑡) + ∑
(−1)𝑛

𝑛!
𝐵𝑛(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=1

𝜆𝑛,                              (5) 

𝐷(𝜆) = 1 + ∑
(−1)𝑛

𝑛!
𝐶𝑛

∞

𝑛=1

𝜆𝑛,                                         (6) 

коэффициенты которых определяются формулами 

𝐵𝑛(𝑥, 𝑡) = ∫ … . ∫ ||

𝐾(𝑥, 𝑡) 𝐾(𝑥, 𝑡1)

𝐾(𝑡1, 𝑡) 𝐾(𝑡1, 𝑡1)
… 𝐾(𝑥, 𝑡𝑛)

… 𝐾(𝑡1, 𝑡𝑛)
… …

𝐾(𝑡𝑛, 𝑡1) 𝐾(𝑡𝑛, 𝑡2)
… 𝐾(𝑡2, 𝑡𝑛)

… 𝐾(𝑡𝑛, 𝑡𝑛)

|| 𝑑𝑡1𝑑𝑡2 … . . 𝑑𝑡𝑛

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

    (7) 

причем 

𝐵0(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑥, 𝑡). 

 Функция 𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆) называется минором Фредгольма, а 

𝐷(𝜆) −определителем Фредгольма. В случае, когда ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) ограничено 

или же интеграл  

∫ ∫ 𝐾2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
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имеет конечное значение, ряды (5) и (6) сходятся для всех значений  𝜆 и значит, 

являются целыми аналитическими функциями от 𝜆. 

 Резольвента  

𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆) =
𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆)

𝐷(𝜆)
 

есть аналитическая функция от  𝜆, кроме тех значений  𝜆, которые являются 

нулями функции 𝐷(𝜆). Последние суть полюсы резольвенты 𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆). 

 Пример. С помощью определителей Фредгольма найти резольвенту 

ядра 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑒𝑡; 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. 

 Решение. Имеем  𝐵0(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑒𝑡 . Далее,  

𝐵1(𝑥, 𝑡) = ∫ |
𝑥𝑒𝑡 𝑥𝑒𝑡1

𝑡1𝑒𝑡 𝑡1𝑒𝑡1
|

1

0

𝑑𝑡1 = 0, 

𝐵2(𝑥, 𝑡) = ∫ ∫ |
𝑥𝑒𝑡 𝑥𝑒𝑡1 𝑥𝑒𝑡2

𝑡1𝑒𝑡 𝑡1𝑒𝑡1 𝑡1𝑒𝑡2

𝑡2𝑒𝑡 𝑡2𝑒𝑡1 𝑡2𝑒𝑡2

|

1

0

1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 = 0, 

так как определители под знаком интеграла равны нулю. Очевидно, что и все 

последующие 𝐵𝑛(𝑥, 𝑡) = 0. Находим коэффициенты 𝐶𝑛: 

𝐶1 = ∫ 𝐾(𝑡1, 𝑡1)𝑑𝑡1 =

1

0

∫ 𝑡1𝑒𝑡1𝑑𝑡1 = 1,

1

0

 

𝐶2 = ∫ ∫ |
𝑡1𝑒𝑡1 𝑡1𝑒𝑡2

𝑡2𝑒𝑡1 𝑡2𝑒𝑡2
|

1

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 = 0.

1

0

 

Очевидно, что и все последующие 𝐶𝑛 = 0. 

 Согласно формулам (5) и (6) в нашем случае имеем  

𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆) = 𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑒𝑡;     𝐷(𝜆) = 1 − 𝜆. 

Таким образом, 

𝑅(𝑥, 𝑡; 𝜆) =
𝐷(𝑥, 𝑡; 𝜆)

𝐷(𝜆)
=

𝑥𝑒𝑡

1 − 𝜆
. 

Применим полученный результат к решению интегрального уравнения 
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𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝑥𝑒𝑡

𝑏

𝑎

𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)   (𝜆 ≠ 1). 

Согласно формуле (2) 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫
𝑥𝑒𝑡

1 − 𝜆

𝑏

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡. 

В частности, для 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 получаем 

𝜑(𝑥) = 𝑒−𝑥 +
𝜆

1 − 𝜆
𝑥. 
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