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Аннотация. В данной статье представлены одно из основных понятий 

дифференциального исчисления — линейные интегральные уравнения, а 

также некоторые методы их решения. Рассматриваются также методы 

решения интегральных уравнений типов Фредгольма и Вольтерры. 

Анализируется теорема Фредгольма и её приложения. 
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Annotation. This article presents one of the fundamental concepts of 

differential calculus—linear integral equations—as well as some methods for 

solving them. Methods for solving Fredholm- and Volterra-type integral equations 

are also considered. Fredholm's theorem and its applications are analyzed. 
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Для интегральных уравнений Фредгольма имеют место теоремы: 

Теорема 1 (альтернатива Фредгольма). Или неоднородное линейное 

уравнение 2-го рода  

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                           (1) 
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имеет единственное решение при любой функции  𝑓(𝑥) (из некоторого 

достаточно широкого класса), или соответствующее однородное уравнение  

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0                                                (2) 

имеет по крайней мере одно нетривиальное, т.е. не равное тождественно нулю, 

решение.  

   Теорема 1. Если для уравнения (1) имеет место первый случай 

альтернативы, то он имеет место и для сопряженного уравнения  

𝜓(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑔(𝑥).                                       (3) 

Однородное интегральное уравнение (2) и сопряженное к нему уравнение  

𝜓(𝑥) − 𝜆 ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0                                       (4) 

имеют одно и то же конечное число линейно независимых решений. 

 Замечание. Если функции  𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥), 𝜑3(𝑥), … , 𝜑𝑛(𝑥) являются 

решениями однородного уравнения (2), то их линейная комбинация  

𝜑(𝑥) = 𝐶1𝜑1(𝑥) + 𝐶2𝜑2(𝑥) + 𝐶3𝜑3(𝑥) + ⋯ + 𝐶𝑛𝜑𝑛(𝑥) = ∑ 𝐶𝑘𝜑𝑘(𝑥)

𝑛

𝑘=1

, 

где  𝐶𝑘  (𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛) −произвольные постоянные, также является 

решением этого уравнения.  

  Теорема 3. Необходимым и достаточным условием существования 

решения 𝜑(𝑥) неоднородного уравнения (1) во втором случае альтернативы 

является условие ортогональности правой части этого уравнения, т.е. функции 

𝑓(𝑥), к любому решению 𝜓(𝑥) сопряженного к уравнению (2) однородного 

уравнения (4):  
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∫ 𝑓(𝑥) 𝜓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 0.                                           (5) 

 Замечание. При выполнении условия (5) уравнение (1) будет иметь 

бесконечное множество решений, так как этому уравнению будет 

удовлетворять любая функция вида 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑥)̌, где 𝜑(𝑥) −какое-нибудь 

решение уравнения (1),  𝜑̌(𝑥) − любое решение соответствующего 

однородного уравнения (2). Кроме того, если уравнению (1) удовлетворяют 

функции 𝜑1(𝑥) и 𝜑2(𝑥), то в силу линейности уравнения их разность 𝜑1(𝑥) −

𝜑2(𝑥) есть решение соответствующего однородного уравнения (2).  

 На практике особенно важное значение имеет альтернатива Фредгольма. 

Вместо того чтобы доказывать, что данное интегральное уравнение (1) имеет 

решение, часто бывает проще доказать, что соответствующее однородное 

уравнение (2) или сопряженное к нему уравнение (4) имеют только 

тривиальные решения. Отсюда в силу альтернатива следует, что уравнение (1) 

действительно имеет решение. 

 Замечания. 1) Если ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) интегрального уравнения (1) 

симметрично, т.е. 

𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐾(𝑡, 𝑥), 

то однородное сопряжением (2), соответствующим уравнению (1). 

2) В случае неоднородного интегрального уравнения с вырожденным ядром  

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫ [∑ 𝑎𝑘(𝑥)𝑏𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

]  𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑥) 

условие (5) ортогональности правой части этого уравнения дает 𝑛  равенств 

∫ 𝑓(𝑡) 𝑏𝑘(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0   (𝑘 = 1,2, . . , 𝑛). 

Пример.  
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𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫(5𝑥2 − 3)𝑡2 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= 𝑒𝑥. 

Решение. Имеем  

𝜑(𝑥) = 𝐶𝜆(5𝑥2 − 3) + 𝑒𝑥,                                              (6) 

где  

𝐶 = ∫ 𝑡2 𝜑(𝑡)𝑑𝑡.                                                    (7)

1

0

 

Подставляя (6) и (7), получим 

𝐶 = 𝐶𝜆 ∫(5𝑡4 − 3𝑡2) 𝑑𝑡 

1

0

+ ∫ 𝑡2 𝑒𝑡𝑑𝑡,

1

0

 

откуда   

𝐶 = 𝑒 − 2. 

Данное уравнение при любых 𝜆 имеет единственное решение 

𝜑(𝑥) = 𝜆(𝑒 − 2)(5𝑥2 − 3) + 𝑒𝑥, 

а соответствующее однородное уравнение  

𝜑(𝑥) − 𝜆 ∫(5𝑥2 − 3)𝑡2 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= 0 

имеет единственное нулевое решение: 𝜑(𝑥) = 0. 
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