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KOMPLEKS CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMA YECHIMLARI. 

 

ATMU matematika kafedrasi dotsenti, E.Sharipov  

ATMU matematika yo‘nalishi II-kurs magistranti, S.Nashvandov  

 

Anatatsiya. kompleks funksiyalar nazariyasi asosida chiziqli differensial 

tenglamalarning tuzilishi, yechimlarning mavjudlik va yagonalik shartlari, 

shuningdek, analitik yechimlarni topish metodlari tahlil qilinadi. Tadqiqot davomida 

bir jinsli va bir jinsli bo‘lmagan kompleks chiziqli differensial tenglamalarni 

yechishning klassik usullari, jumladan, xarakteristik tenglama, variatsiya usulidan 

foydalaniladi.  

Kalit so‘zlar. Tenglama, kompleks, haqiqiy, funksiya, koefitsient, algebraik, 

argument, algebraik.  

Ushbu maqolada o‘zgaruvchi koefitsientli chiziqli tenglamalarni o‘rganilgan. 

Koeffitsientlari haqiqiy va kompleks funksiyalar bo‘lgan haqiqiy va kompleks 

chiziqli differensial tenglamalarning kompleks yechimlarini topish masalasi 

ko‘rilgan. Differensial tenglamalar matematik analizning muhim bo‘limlaridan biri 

bo‘lib, tabiatshunoslik, fizika, mexanika, elektrotexnika, kvant nazariyasi va 

muhandislik masalalarini modellashtirishda keng qo‘llaniladi. Ayniqsa, kompleks 

o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi bilan bog‘liq bo‘lgan kompleks chiziqli 

differensial tenglamalar zamonaviy matematikaning dolzarb yo‘nalishlaridan biri 

hisoblanadi. Bunday tenglamalar yordamida tebranish jarayonlari, elektr 

zanjirlaridagi murakkab signallar, kvant holatlarining o‘zgarishi kabi ko‘plab amaliy 

masalalarni ifodalash mumkin. 

Agar 𝐼 da 𝜑(𝑡) va 𝜓(𝑡) funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda 

 𝜒(𝑡) funksiya ham 𝐼 da differensiallanuvchi deyiladi va 𝜒̇(𝑡) = 𝜑̇(𝑡) + 𝑖𝜓̇(𝑡) deb 

hisoblanadi. 
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Ma’lumki, 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑝 belgilashda 𝑦-noma’lum haqiqiy funksiya edi. Endi 

haqiqiy argumentni 𝑡 desak, 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) kompleks funksiyani qarab 

quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 

𝑝𝑧 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑧 𝑧 funksiyadan 𝑡 bo‘yicha olingan hosila; 

𝑑

𝑑𝑡
= 𝑝 differensiyallash operatori; xuddi shunday  

𝑑2

𝑑𝑡2
=

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑

𝑑𝑡
) = 𝑝2, 

𝑑3

𝑑𝑡3
=

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑2

𝑑𝑡2) = 𝑝3, … ,
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
= 𝑝𝑘 belgilash kiritsak, 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑝𝑧, 

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
= 𝑝2𝑧, … ,

𝑑𝑘𝑧

𝑑𝑡𝑘
= 𝑝𝑘𝑧 munosabatlardan  

𝑧(𝑛) + 𝑎1𝑧(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑧̇ + 𝑎𝑛𝑧 = 0    (1) 

tenglamani chap tomonidan  

𝐿(𝑧) = 𝑧(𝑛) + 𝑎1𝑧(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑧̇ + 𝑎𝑛𝑧 = 𝑝𝑛𝑧 + 𝑎1𝑝𝑛−1𝑧 + ⋯ + 

𝑎𝑛−1𝑝𝑧+𝑎𝑛𝑧 = (𝑝𝑛 + 𝑎1𝑝𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑝 + 𝑎𝑛) ∙ 𝑧 = 𝐿(𝑝) ∙ 𝑧 = 0   (1′) 

tenglama hosil bo‘ladi. Bu yerda 𝑎𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 bo‘lsa,𝐿(𝑝) − 𝑛 −tartibli algebraik 

ko‘phad. 

Lemma1.Agar 𝜆 son 𝐿(𝜆) = 0 bo‘lsa,𝑍 = 𝑒𝜆𝑡 funksiya (1′) tenglamani 

yechimi bo‘ladi. 

Haqiqatan, 

𝑝𝑒𝜆𝑡 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑒(𝜇+𝑖𝜐)𝑡 =

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝜇𝑡) ∙ 𝑒𝑖𝜈𝑡 + 𝑒𝜇𝑡

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝑖𝜈𝑡) = 𝜇𝑒𝜇𝑡 ∙ 𝑒𝑖𝜈 + 𝑖𝜈𝑒𝜇𝑡 = 

= (𝜇 + 𝑖𝜈)𝑒(𝜇+𝑖𝜐)𝑡 = 𝜆𝑒𝜆𝑡 

tenglikdan 𝑝2𝑒𝜆𝑡 = 𝜆2𝑒𝜆𝑡, 𝑝3𝑒𝜆𝑡 = 𝜆3𝑒𝜆𝑡 , …, 𝑝𝑛𝑒𝜆𝑡 = 𝜆𝑛𝑒𝜆𝑡munosabatlar kelib 

chiqadi. 

𝐿(𝑝) ∙ 𝑧 = 𝐿(𝑝)𝑒𝜆𝑧 = 𝑝𝑛𝑒𝜆𝑡 + 𝑎1𝑝𝑛−1𝑒𝜆𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑝𝑒𝜆𝑡 + 𝑎𝑛𝑒𝜆𝑡 = 

= (𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛)𝑒𝜆𝑡 = 𝐿(𝜆) ∙ 𝑒𝜆𝑡 = 0 

𝐿(𝑝) = 0 tenglama (1′) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi. 

Ushbu 𝑧̇ = 𝜐𝑧2,    𝜐 = 0 + 𝑖 ,   𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

kompleks differensial  tenglamani ikki haqiqiy differensial tenglamaga ajrataylik. 
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𝑥̇ + 𝑖𝑦̇ = 𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑖(𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 𝑦2) = −2𝑥𝑦 + 𝑖(𝑥2 − 𝑦2) 

bu tenglikdan 𝑥̇ = −2𝑥𝑦,   𝑦̇ = 𝑥2 − 𝑦2 ikkita haqiqiy differensial tenglamaga 

ajratiladi. 

Ma’lumki, 𝐿(𝑝) ko‘phadning  ildizlari:𝜆𝑖(𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) lar oddiy ildizlar bo‘lsa, 

(1) tenglamaning umumiy yechimi 

𝑧 = 𝑐1𝑒𝜆1𝑡 + 𝑐2𝑒𝜆2𝑡 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡  (2) 

formula bilan ifodalanadi; 

Misol 1.Ushbu 𝑧̈ − 𝑧 = 0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin. 

Yechim. Dastlab umumiy kompleks yechimni topaylik. Xarakteristtik 

tenglama 𝑝2 − 1 = 0 ko‘rinishida bo‘lib,ildizlari 𝑝1 = −1 , 𝑝2 = 1 bo‘ladi. 

Berilgan tenglamaning ixtiyoriy kompleks yechimi  

𝑧 = 𝑐1𝑒−𝑡 + 𝑐2𝑒𝑡 = (𝑐1 + 𝑖𝑐2)𝑒−𝑡 + (𝑐3 + 𝑖𝑐4)𝑒𝑡  (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 𝑣𝑎 𝑐4–

ixtiyoriy haqiqiy son) ko‘rinishida yoziladi. 

Misol.2. Ushbu 𝑧 + 2𝑧̈ + 𝑧̇ = 0 tenglamaning umumiy kompleks va haqiqiy 

yechimlari topilsin. 

Yechim. Xarakteristik tenglama 𝐿(𝑝) = 𝑝3 + 2𝑝2 + 𝑝 = 0 ko‘rinishga ega. 

Undan 𝜆1 = 0 , 𝜆2,3 = −1.Demak,umumiy kompleks yechimi: 

𝑧 = 𝑐1 + (𝑐2 + 𝑐3𝑡)𝑒−𝑡  (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 −kompleks sonlar) 𝑧1 = 1, 𝑧2 =

𝑒−𝑡 , 𝑧2 = 𝑡𝑒−𝑡 haqiqiy funksiyalar erkli yechimlari. 

Misol 3. Ushbu 𝑧(5) + 2𝑧(3) + 𝑧̇ = 0 tenglamaning umumiy kompleks va 

haqiqiy yechimlari topilsin. 

Yechim. Mos xarakteristik tenglama 𝐿(𝑝) = 𝑝5 + 2𝑝3 + 𝑝 = 0 bo‘lib, 

 𝑝1 = 0, 𝑝2,3 = −𝑖 , 𝑝4,5 = 𝑖  ildizlarga mos umumiy kompleks yechimi  

 𝑧1 = 1 ,  𝑧2 = 𝑐𝑜𝑠𝑡 , 𝑧3 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡,  𝑧4 = 𝑠𝑖𝑛𝑡 va 𝑧5 = 𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡 bo‘ladi. 

Shunday qilib, Kompleks chiziqli differensial tenglamalar nazariyasi 

murakkab matematik jarayonlarni o‘rganishda muhim ahamiyatga ega[6]. Ushbu 

maqolada kompleks chiziqli differensial tenglamalarning umumiy yechimlarini 

topish usullari, xususan xarakteristik tenglama va analitik metodlarning qo‘llanilishi 
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ko‘rib chiqildi[5]. Natijada, kompleks va haqiqiy yechimlar orasidagi bog‘lanish 

tahlil qilinib, ularni amaliy masalalarda qo‘llash imkoniyatlari yoritildi[4]. 

Kompleks chiziqli differensial tenglama yechimlari topishda o‘zgaruvchi 

koefitsientli chiziqli tenglamalarni o‘rganilgan[7]. Koeffitsientlari haqiqiy va 

kompleks funksiyalar bo‘lgan haqiqiy va kompleks chiziqli differensial 

tenglamalarning kompleks yechimlarini topish masalasi ko‘rilgan.  
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