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Matematik tahlil va funksiyalar nazariyasida klassik hosilaning mavjud
bo'lmasligi muammosi XIX asrda o'z echimini topdi. Karl Veyershtrass har bir
nuqtada hosila mavjud bo'lmagan uzluksiz funksiyani qurishdan so'ng, matematiklar
yangi vositalar yaratish zaruriyatini his qildi. Italiyalik matematik Ulisse Dini
(1845-1918) bu muammoni hal qilish maqgsadida oddiy limitni yuqori va quyi
limitlar bilan almashtirish g'oyasini taklif etdi. Natijada, ixtiyoriy funksiya uchun

har doim mavjud bo'ladigan to'rtta Dini sonlari tizimi paydo bo'ldi.

Ta'rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo'lsin. Ixtiyoriy

xe[a,b] nuqtani olamiz. Quyidagi nisbatni ko'raylik:

Joth)—Ax)

h

h—0 da bu nisbatning limiti har doim ham mavjud bo'lmasligi mumkin. Lekin uning

yuqori va quyi limitlari har doim mavjud. Ulisse Dini mana shu 4 ta limitni taklif

qilgan:
e O'ng yuqori hosila: A=D"f{x)= h@roﬂﬁhﬁ—ﬂx)
e O'ng quyi hosila: =D +ﬂx):1i—mh_>o+0 f(x+h;—f(x)

Soth)=fx)

e Chap yuqori hosila: ®=D f(x)= h@o -
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R - Scth)—fx)
e Chap quyi hosila: ¢=D_f(x)=h_mh_)0+0¥

Muhim xossa: Ixtiyoriy f(x) funksiya uchun bu to'rtta son har doim mavjud bo'lib
(chekli yoki #+c0), ular klassik hosila mavjud bo'lmagan holatlarda ham funksiyaning
mahalliy xususiyatlarini to'liq tavsiflab beradi.

Teorema 1: (Dini sonlari va klassik hosila orasidagi bog'liglik).

f(x) funksiyasining x nuqtadagi f '(x) oddiy hosilasi mavjud bo'lishi uchun
zarur va yetarli shart: to'rtta Dini sonining barchasi o'zaro teng va chekli bo'lishidir,
ya'ni:

D'fix) = Difix) = D fix) =D_fix)= f'(x) €ER
Teorema 2: (Danjua—Yang—Saks teoremasi).

Ixtiyoriy f: R — R funksiya uchun o'lchovi nolga teng bo'lgan to'plamdan
tashqgari deyarli barcha x nuqtalarida quyidagi to'rtta holatdan faqat bittasi o'rinli
bo'ladi:

(1) fnugtada differensiallanuvchan (barcha to'rtta Dini soni teng va chekli);

(i) Dfix)= D_fix)=+w va D fix) =D, fix)=—o (simmetrik cheksizlik);

(iii) D" f{x)= +o, D, fix)==—c0 va chap tomonlama chekli hosila mavjud;

(iv) D flx) =+, D_f{x)=— va o'ng tomonlama chekli hosila mavjud.

Ushbu teorema eng tartibsiz funksiyalar ham o'z Dini sonlari bo'yicha qat'ty
matematik qonuniyatga bo'ysinishini ko'rsatadi. Dini sonlari bugungi kunda notekis

tahlil (nonsmooth analysis), differensial tenglamalar barqarorligi nazariyasi va

fraktallar nazariysida keng qo'llanilmoqda.
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