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Annotatsiya. Ushbu maqolada kub matritsalar tushunchasi, ularning
algebraik xossalari va ko‘paytirish amalining nazariy asoslari ko‘rib chiqilgan. Uch
o‘lchamli matritsa elementlari o‘rtasidagi o‘zaro bog‘liglik, ularning matematik
modellashtirish va amaliy qo‘llashdagi ahamiyati tahlil qilingan. Shuningdek, kub
matritsalar ko‘paytmasini aniglashda qo‘llaniladigan formulalar va ularning chiziqli
algebra hamda tenzor tahlil bilan alogasi ochib berilgan.

Ushbu maqolada kvadratik stoxastik jarayonlar (QSP) — ya’ni kubik
matritsalar uchun Markov jarayonlari deb ataluvchi yangi turdagi jarayonlarni
aniglaymiz. Bu jarayonlar uzluksiz vaqt bo‘yicha o‘zgaruvchi o-stoxastik kubik
matritsalar asosida aniqlanadi va ular Kolmogorov—Chapman tenglamasining
(KCE) kubik matritsalar ko‘paytmasi uchun o‘xshash shaklini ganoatlantiradi.

Kalit so‘zlar: Kub matritsa, uch o‘lchamli massiv, kvadratik stoxastik
jarayonlar, Markov jarayoni, Maksimov ko‘paytma amali, Kolmogorov—Chapman

tenglamasi, algebraik tuzilma, chiziqli algebra, tenzor tahlili.

ON PERFORMING MULTIPLICATION OPERATIONS IN CUBIC
MATRICES

Abstract. This article explores the concept of cubic matrices, their algebraic
properties, and the theoretical foundations of the multiplication operation. The

interrelations among the elements of three-dimensional matrices, as well as their
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significance in mathematical modeling and practical applications, are analyzed. In
addition, the formulas used to determine the product of cubic matrices and their
connections with linear algebra and tensor analysis are presented.

In this paper, we introduce quadratic stochastic processes (QSPs)—a new
class of processes referred to as Markov processes for cubic matrices. These
processes are defined based on c-stochastic cubic matrices that vary continuously
over time and satisfy an analogue of the Kolmogorov—Chapman equation (KCE)
formulated for the multiplication of cubic matrices.

Keywords: cubic matrix, three-dimensional array, quadratic stochastic
processes, Markov process, Maksimov multiplication operation, Kolmogorov—

Chapman equation, algebraic structure, linear algebra, tensor analysis.

Kirish. Matematikaning chizigli algebra sohasi matritsalar va ular ustida
bajariladigan amallarni o‘rganishga asoslanadi. An’anaviy ravishda matritsalar ikki
o‘lchamli tuzilmalar bo‘lib, hisoblash tizimlari, iqtisodiy modellar, mexanika va
informatikada keng qo‘llaniladi. So‘nggi yillarda bu tushuncha uch o‘lchamli
shaklgacha kengaytirildi va kub matritsalar konsepsiyasi ilmiy adabiyotlarda faol
o‘rganila boshlandi.

Kub matritsa — bu elementlari uchta indeks bilan aniqlanadigan tuzilma
bo‘lib, har bir element uch o‘lchamli fazodagi ma’lumotni ifodalaydi. Bunday
tuzilmalar ko‘p o‘lchamli ma’lumotlarni modellashtirish va tahlil qilish, shuningdek
ularni algebraik usullar yordamida ishlov berishga imkon beradi. Shuning uchun kub
matritsalar nazariyasi zamonaviy matematika va amaliy hisoblashning yangi
yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi.

Masala qo‘yilishi. Ikki o‘lchamli matritsalar ustidagi amallar — qo‘shish,
ayirish va ko‘paytirish — qat’iy belgilangan qoidalar bo‘yicha bajariladi. Biroq bu
amallarni ucho‘lchamli matritsalarga umumlashtirishda muayyan qiyinchiliklar

paydo bo‘ladi. Bu kub matritsa elementlari o‘rtasidagi o‘zaro bog‘liglik nafaqat
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qatorlar va ustunlar, balki chuqurlik bo‘yicha ham hisobga olinishi bilan bog°‘liq.
Shuning uchun ko‘paytirish amalini to‘g‘ri kiritish uchun yangi algebraik yondashuv
talab etiladi.

A = (ajjx),va B = (b;j)kub matritsalar berilgan bo‘lsin. Ularning
ko‘paytmasi C = (c;jx)quyidagicha aniglanishi mumkin:

Cijk = Xm 2n Qimn bnjkbu yerda yig‘indi mos keluvchi bir xil o‘lchamdagi
indekslar bo‘yicha bajariladi. Bu formula ko‘paytirish amali uch o‘lchamli fazoda
amalga oshiriladiganligini ko‘rsatadi, bu esa ko‘p o‘lchamli o‘zaro bog‘ligliklarni
ifodalashga imkon beradi [1-4].

Ushbu formulaning tahlili shuni ko‘rsatadiki, kub matritsalarda ko‘paytirish
amali elementlarning fazoviy joylashuvi va indekslar o‘rtasidagi algebraik
bog‘liglikni hisobga olishi bilan oddiy chiziqli amaldan farqlanadi. Bunday
yondashuvni amaliy masalalarda qo‘llash uchun tegishli kompyuter algoritmlarini
ishlab chiqish zarur.

Kubik matritsalar
Endi kubik matritsa tushunchasini kiritamiz. Faraz qilaylik
Q = Qi) k=1

matritsa — bu R™ fazosidagi uch o‘Ichovli vektor bo‘lib, uni quyidagicha yozish

m
Q= z QijkEijk

ij,k=1

mumkin:

bu yerda — Ej; kubik birlik (bazis) matritsa, ya’'ni Ejj, ning (i, j, k) —ko‘rsatkichi
1 ga teng, qolgan barcha elementlari esa 0 ga teng bo‘ladi.
Agar
Qi = (qiji)is k=1
deb belgilasak, unda kubik matritsa Q quyidagi ko‘rinishda yozilishi mumkin:
Q=(Q110Qz21-1Cm).
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Ya’'ni, Q kubik matritsa o‘zining m ta kvadrat bo‘linmalari (yoki
“kesimlari”) Qq @3, ..., @, orqali ifodalanadi. Har bir Q; matritsa kubik matritsaning
ma’lum bir o‘lchamdagi “kesimi” bo‘lib, ular birgalikda butun kubik tuzilmani
tashkil etadi.

Faraz qilaylik, C — bu maydon F ustidagi barcha kubik matritsalar to‘plami
bo‘Isin. Unda C fazosi o‘lchami m3 bo‘lgan chizigli fazo hisoblanadi. Ya’ni, har
qanday ikki kubik matritsa A = (ai jk) va B = (bi jk) uchun quyidagi tengliklar
o‘rinlidir:

A+ B =(a;j, +bijx) €C, A4 =(Aa; ;)€ C
bu yerda A € F— skalyar hisoblanadi.
Maksimov ko‘paytmalari

Maksimov tomonidan taklif qgilingan ko‘paytma qoidalariga ko‘ra ([5],
shuningdek qarang [3],[4 — 7]), bazis matritsalar E;;; uchun quyidagi amallar
aniqlanadi:

Eijk *o Emnr = 81a8jnEijr (2)
bu yerda 8§,; — Kroneker belgisi
Shunday qilib, har ganday ikkita kubik matritsa A = (al- jk), B = (bi jk) € C uchun,
ularning ko‘paytmasi quyidagicha belgilanadi:

A +*°B = (ciji), Cijr = i1 Qijichijr 3)
Endi I = {1,2,...,m} to‘plamni olaylik. Quyidagi ifodani qaraymiz:
Eijk *q Einr = 5klEia(j,n)r (4)

buyerda a:I XI = I, (j,n) » a(j,n) € I — istalgan assotsiativ ikkilik amal, &y,
esa Kroneker belgisi. Shuni ta’kidlash kerakki, (2) formulasi (4)ning xususiy holi
emas. O,, bilan [ to‘plamdagi barcha assotsiativ ikkilik amallar to‘plamini
belgilaymiz.

Ko‘paytmaning umumiy formulasi (4) ni bilinearlik asosida kengaytirish orqali
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olinadi, ya’ni har ganday ikki kubik matritsa A = (a;jx), B = (b;j) € C uchun

A xq B = (c;j,)matritsa quyidagicha aniglanadi:

Cijr = z Z Qi Dienr-

Ln:a(ln)=j k
Bu formula har qanday assotsiativ amal a uchun to‘g‘ri bo‘ladi.
[S]- manbaga asosan, P = (pjjx)ijx=1 kubik matritsa (1,2)-stoxastik

deyiladi, agar u quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:

m
Pijk =0, Z pijx = 1 har bir k uchun

i,j=1

(1,3)-stoxastik deyiladi, agar

m
Pijk 2 0, z pijk = 1, har birjuchun
=

(2,3) —stoxastik deyiladi, agar

m
Pijk = 0, Z Pijr = 1, har biriuchun
jk=1

3 —stoxastik deyiladi, agar

m
Pijk = 0, Z pijx = 1, harbiri,juchun
k=1

Oxirgi holat birinchi va ikkinchi indekslarga nisbatan ham xuddi shunday
ifodalanishi mumkin.

Endi aniq ko‘paytirish asosidagi bazis matritsalarni (D tipdagi) quyidagicha
aniglaymiz:

Eijk, agar k=1,
0, aks holda.
Ushbu ko‘paytirishni istalgan kubik matritsalarga yoyadigan bo‘lsak,

A= (aijk)g},k=1» B = (bijk)m',k=1' C= (Cijk)m',k=1

Eijk Eppr = {
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bo ladi.
Shunda C = AB ko‘rinishidagi matritsa elementlari quyidagi formula bilan
ifodalanadi:
m
Cijr = z ijicbiensr-
kn=1

parametrlar s > 0, t = 0 vagqt sifatida qaraladi.

m
Faraz gilaylik, R, = {x € R:x > 0} bo‘lsin va M5 = (p:!1) _, ikki
i,j,k=1

parametrli kubik matritsa bo‘Isin.

1-Ta’rif . {MI$t]: 5,t € R,} oilasi Markov jarayoni (yoki tur (o|u) dagi
kvadratik stoxastik jarayon, ya’ni QSP) deyiladi, agar har bir s va tuchun kubik
matritsa M[St] ¢ — stoxastik bo‘lsa va u Kolmogorov—Chapman tenglamasini
(kubik matritsalar uchun) ganoatlantirsa, ya’ni

M = misTh s, MIPH, barcha 0<s<t<t (5)

bu yerda *, — p turdagi ko‘paytirish amalini bildiradi.

1-Teorema . ([3]) Faraz gilaylik, {Alt] = (al[]t.], t > 0)} — barcha t lar uchun

teskari matritsaga ega m X m o‘lchamdagi kvadrat matritsalar oilasi bo‘Isin.

Altl o b.[t.] uning teskari matritsasi deb belgilansin.
ij g g

Endi B(s) = () — kubik matritsa bo‘lib, B3, i,j,k = 1,...,m, — ixtiyoriy

funksiyalar bo‘lsin, shundayki

m
z i(J'SA)z = al[zsc]» har gqanday i, k, va s uchun
Jj=1
Unda kubik matritsa
[S't] — m (S) [t] m
" ( k=t Bijkbkr)i,j,r:l (6)

algebralar oqimini hosil qiladi, ya'ni (5) —tenglamani (D turdagi) ganoatlantiradi.
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Nazariy muhokama. Kub matritsalar nazariyasining rivojlanishi chiziqli
algebra va tenzor tahlili o‘rtasidagi bog‘liglikni mustahkamlaydi. Har bir kub
matritsa amalda uch indeksli tenzor sifatida ko‘rib chiqilishi mumkin. Shuning
uchun ko‘paytirish amalini to‘g‘ri aniqlash nafaqat nazariy, balki hisoblash
ahamiyatiga ham ega. Bu yondashuv fazoviy modellarni qurish, raqamli tasvirlarni
ishlov berish, neyron tarmogqlarni o‘qitish va ko‘p o‘lchamli ma’lumotlar tahlili

masalalarini yechishda samarali qo‘llaniladi.
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