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Annotatsiya: Ushbu maqola  doira sohasida berilgan kasr tartibli 

subdiffuziya tenglamasi uchun boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy 

masalalarning yechimlarini topish hamda ularni tahlil qilish masalasi ko‘rib 

chiqilgan. Subdiffuziya jarayonini ifodalovchi kasr tartibli differensial tenglama 

tuziladi va unga mos boshlang‘ich hamda Neumann tipidagi chegaraviy shartlar 

qo‘yiladi. Ajratish usuli, Laplas o‘zgartirishi va Bessel funksiyalari apparati 

yordamida masalaning analitik yechimi olinadi. Tadqiqot natijalari murakkab 

muhitlarda kechadigan anomal diffuziya jarayonlarini modellashtirishda qo‘llanishi 

mumkin. 

Kalit so‘zlar: subdiffuziya, doira soha, Neumann sharti, Laplas o‘zgartirishi, 

Bessel funksiyalari, anomal diffuziya, matematik modellashtirish. 

 

Аннотация: Аннотация: В данной статье рассматривается проблема 

нахождения решений краевых задач первого и второго порядка для уравнения 

субдиффузии дробного порядка, заданного в круговой области, и их анализ. 

Построено дифференциальное уравнение дробного порядка, описывающее 

процесс субдиффузии, и для него установлены соответствующие начальные 

условия и граничные условия типа Неймана. Аналитическое решение задачи 

получено с использованием метода разделения, преобразования Лапласа и 

аппарата функций Бесселя. Результаты исследования могут быть 
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использованы при моделировании аномальных диффузионных процессов, 

происходящих в сложных средах. 

Ключевые слова: субдиффузия, круговая область, условие Неймана, 

преобразование Лапласа, функции Бесселя, аномальная диффузия, 

математическое моделирование. 

Abstract: This article considers the problem of finding solutions to the first 

and second-order boundary value problems for the fractional-order subdiffusion 

equation given in a circular domain and their analysis. A fractional-order 

differential equation representing the subdiffusion process is constructed and 

appropriate initial and Neumann-type boundary conditions are set for it. An 

analytical solution to the problem is obtained using the separation method, Laplace 

transform, and the apparatus of Bessel functions. The results of the research can be 

used in modeling anomalous diffusion processes occurring in complex environments. 

Keywords: subdiffusion, circular domain, Neumann condition, Laplace 

transform, Bessel functions, anomalous diffusion, mathematical modeling. 

So‘nggi yillarda murakkab muhitlarda kechadigan jarayonlarni 

modellashtirishda klassik diffuziya tenglamalari yetarli bo‘lmay qoldi. Bunday 

hollarda zarrachalarning tarqalishi normal emas, balki anomal diffuziya xarakteriga 

ega bo‘ladi. Ushbu jarayonlarning muhim turlaridan biri — subdiffuziya bo‘lib, u 

vaqt bo‘yicha kasr tartibli hosilalar orqali ifodalanadi. 

Kasr tartibli differensial tenglamalar biologiya, fizika, geofizika, moliya va 

muhandislik masalalarida keng qo‘llanmoqda. Ayniqsa, doira yoki silindrsimon 

sohalarda berilgan masalalar issiqlik almashinuvi, filtratsiya va diffuziya 

jarayonlarini modellashtirishda muhimdir. Shu sababli, doira sohasida berilgan kasr 

tartibli subdiffuziya tenglamasi uchun chegaraviy masalalarni o‘rganish dolzarb 

hisoblanadi. 

Mazkur ishda doira ichida berilgan subdiffuziya tenglamasi uchun 

boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala qaraladi va uning analitik yechimi 

olinadi. 
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Anomal diffuziyaning muhim turlaridan biri subdiffuziya bo‘lib, unda 

zarracha harakati sekinlashgan bo‘ladi va o‘rtacha kvadratik siljish 

⟨x2(t)⟩∼tα\langle x^2(t) \rangle \sim t^{\alpha}⟨x2(t)⟩∼tα, 0<α<10<\alpha<10<α<1 

qonuniga bo‘ysunadi. Subdiffuziya jarayonlari, masalan, hujayra ichidagi modda 

almashinuvi, g‘ovak jinslarda filtratsiya, ion kanallaridagi transport, polimer 

zanjirlardagi harakat va amorf yarimo‘tkazgichlarda zaryad tashuvchilar 

migratsiyasida uchraydi. 

Bunday jarayonlarni an’anaviy hosilalar orqali ifodalash qiyin bo‘lgani 

sababli, so‘nggi paytlarda kasr tartibli differensial tenglamalar kuchli matematik 

apparat sifatida keng qo‘llanila boshlandi. Kasr tartibli hosilalar xotira va meros 

effektlarini hisobga olish imkonini beradi, bu esa subdiffuziya kabi jarayonlarni 

aniqroq tavsiflashga xizmat qiladi. Shu nuqtai nazardan, vaqt bo‘yicha kasr tartibli 

subdiffuziya tenglamalari anomal diffuziya nazariyasining asosiy modellaridan biri 

hisoblanadi. 

Amaliy masalalarda ko‘pincha jarayonlar geometrik jihatdan simmetrik 

sohalarda — doira, silindr yoki shar ichida sodir bo‘ladi. Masalan, dumaloq 

plastinkada issiqlik tarqalishi, kapillyar naychalarda modda ko‘chishi, biologik 

hujayra ichidagi konsentratsiya taqsimoti va reaktorlarning silindrsimon qismlarida 

diffuziya jarayonlari shular jumlasidandir. Shuning uchun doira sohasida berilgan 

subdiffuziya tenglamalarini o‘rganish nazariy va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga 

ega. 

Chegaraviy shartlar modellashtirilayotgan jarayonning fizik mohiyatini 

ifodalaydi. Xususan, ikkinchi tur chegaraviy shart (Neumann sharti) chegarada 

oqimning nolga tengligini bildiradi va bu issiqlik yoki moddaning tashqi muhitga 

chiqmasligini anglatadi. Bunday shartlar yopiq yoki izolyatsiyalangan tizimlar uchun 

juda muhimdir. 

Shu sababli, ushbu ishda doira sohasida berilgan kasr tartibli subdiffuziya 

tenglamasi uchun boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala qaraladi. Maqsad 

— masalani qat’iy matematik qo‘yish, analitik yechim olish va uning asosiy 
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xossalarini tahlil qilishdan iborat. Masala yechimi Bessel funksiyalari va Mittag–

Leffler funksiyalari orqali qator ko‘rinishida ifodalanib, u 

 

ko‘rinishdagi subdiffuziya jarayonining vaqt va fazodagi evolyutsiyasini 

tavsiflaydi. 

Mazkur tadqiqot kasr tartibli modellar nazariyasini rivojlantirish, 

shuningdek, anomal diffuziya jarayonlarini tavsiflovchi amaliy masalalarni 

chuqurroq tushunishga xizmat qiladi. 

x

 

Yechish usuli 

Masalani yechishda o‘zgaruvchilarni ajratish usuli qo‘llanadi: 

  



 

Выпуск журнала No-42               Часть–3_Январь–2026 

319 

Natijada vaqt va fazoga bog‘liq ikkita alohida tenglama hosil bo‘ladi. 

Fazoviy qism Bessel tenglamasiga olib keladi: 

 

uning yechimlari nol tartibli Bessel funksiyalari orqali ifodalanadi: 

 

bu yerda  — Neumann shartidan kelib chiqadigan xos sonlar. 

Vaqtga bog‘liq qism esa quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 

 

uning yechimi Mittag–Leffler funksiyasi orqali ifodalanadi: 

 

Natijada umumiy yechim qator ko‘rinishda yoziladi: 

 

bu yerda      koeffitsientlar boshlang‘ich shartdan aniqlanadi. 

Olingan yechim asosida quyidagi xulosalar chiqariladi: 

Mavjudlik: Bessel funksiyalari va Mittag–Leffler funksiyalarining 

xossalariga tayangan holda yechimning mavjudligi isbotlanadi. 

Yagonalik: Energiya usuli va maksimal printsipga o‘xshash mulohazalar 

yordamida masalaning yagona yechimga ega ekani ko‘rsatiladi. 
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Barqarorlik: Boshlang‘ich shartdagi kichik o‘zgarishlar yechimda ham 

kichik o‘zgarishlarga olib kelishi aniqlanadi. 

Shuningdek, α→1\alpha \to 1α→1 da olingan yechim klassik diffuziya 

tenglamasi yechimiga yaqinlashadi. 

Natijalar va muhokama 

Tadqiqot natijalari shuni ko‘rsatadiki, kasr tartibli model klassik diffuziya 

tenglamasiga nisbatan subdiffuziya jarayonlarini aniqroq tavsiflaydi. Doira sohasida 

olingan analitik yechim issiqlik tarqalishi, g‘ovak muhitlarda massa ko‘chishi va 

biologik tizimlardagi sekin diffuziya jarayonlarini modellashtirishda qo‘llanishi 

mumkin. 

Ushbu ishda doira sohasida berilgan kasr tartibli subdiffuziya tenglamasi 

uchun boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala qo‘yildi va analitik yechimi 

olindi. Ajratish usuli, Bessel va Mittag–Leffler funksiyalaridan foydalanib, 

yechimning qator ko‘rinishi keltirib chiqarildi. Masalaning mavjudligi, yagonaligi va 

barqarorligi asoslandi. Olingan natijalar anomal diffuziya jarayonlarini o‘rganishda 

muhim nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi 
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