Modern education and development | ;ro s

DOIRADA BERILGAN KASR TARTIBLI SUBDIFFUZIYA
TENGLAMASI UCHUN BOSHLANG'ICH VA IKKINCHI TUR
CHEGARAVIY MASALANI YEHISH TAHLILI

OSIYO XALQARO UNIVERSITETI
“Umum texnika fanlari” magistranti
Adilov Abdullajon Zarip o'g'li
abdullajonadilov39@gmail.com

Annotatsiya: Ushbu magola doira sohasida berilgan kasr tartibli
subdiffuziya tenglamasi uchun boshlang ‘ich va ikkinchi tur chegaraviy
masalalarning yechimlarini topish hamda ularni tahlil qilish masalasi ko rib
chigilgan. Subdiffuziya jarayonini ifodalovchi kasr tartibli differensial tenglama
tuziladi va unga mos boshlang ‘ich hamda Neumann tipidagi chegaraviy shartlar
qo vyiladi. Ajratish usuli, Laplas o ‘zgartirishi va Bessel funksiyalari apparati
yordamida masalaning analitik yechimi olinadi. Tadgiqot natijalari murakkab
muhitlarda kechadigan anomal diffuziya jarayonlarini modellashtirishda qo ‘llanishi
mumkin.

Kalit so ‘zlar: subdiffuziya, doira soha, Neumann sharti, Laplas o ‘zgartirishi,

Bessel funksiyalari, anomal diffuziya, matematik modellashtirish.

Annomayun. Annomayus: B 0annoti cmamve paccmampusaemcs npodiema
HAXO0JHCOEHUSI peuleHUll KPAaesblX 3a0ay Nepeoco U 6Mopo2o NopsaoKa OJisl YPAGHeHUs.
cyooughyzuu 0pobHo2o nopsaoka, 3a0aHHO20 8 KPY2080U 001ACU, U UX AHAIU3.
Ilocmpoeno ouggepenyuanvrhoe ypagueHue O0poOHO20 NOPAOKA, ONUCHIBAIOUjee
npoyecc cyoouggysuu, u 0na He2o YCMAHOBIEHbl COOMBEMCMBYIOUUE HAUATbHbIE
yenosus u epanudnsle ycanosus muna Hevimana. Ananumuueckoe pewtenue 3a0ayu
HOJYYEeHO C UCHONb308AHUEM Memooa paszoenenus, npeobpazosanus Jlaniaca u

annapama  ¢@ynuxyuu beccena. Pe3ynomamuvl  uccl
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UCNONBL30BAHBL NPU  MOOEIUPOBAHUU AHOMATIbHLIX OUDDYIUOHHBIX NPOYECCO8,
NPOUCXOOAUUX 8 CTIOHNCHBIX CPEOdXx.

Knioueevie cnosa: cyoouggysus, kpyzosas obaacms, ycrosue Hetimana,
npeobpazosanue Jlannaca, Gynxyuu  beccens, anomanvnas — ougghysus,
mamemamudecKkoe Modeflupoeanue.

Abstract: This article considers the problem of finding solutions to the first
and second-order boundary value problems for the fractional-order subdiffusion
equation given in a circular domain and their analysis. A fractional-order
differential equation representing the subdiffusion process is constructed and
appropriate initial and Neumann-type boundary conditions are set for it. An
analytical solution to the problem is obtained using the separation method, Laplace
transform, and the apparatus of Bessel functions. The results of the research can be
used in modeling anomalous diffusion processes occurring in complex environments.

Keywords: subdiffusion, circular domain, Neumann condition, Laplace
transform, Bessel functions, anomalous diffusion, mathematical modeling.

So‘nggi  yillarda murakkab mubhitlarda kechadigan jarayonlarni
modellashtirishda klassik diffuziya tenglamalari yetarli bo‘lmay qoldi. Bunday
hollarda zarrachalarning targalishi normal emas, balki anomal diffuziya xarakteriga
ega bo‘ladi. Ushbu jarayonlarning muhim turlaridan biri — subdiffuziya bo‘lib, u
vaqt bo‘yicha kasr tartibli hosilalar orqali ifodalanadi.

Kasr tartibli differensial tenglamalar biologiya, fizika, geofizika, moliya va
muhandislik masalalarida keng qo‘llanmoqda. Aynigsa, doira yoki silindrsimon
sohalarda berilgan masalalar issiqlik almashinuvi, filtratsiya va diffuziya
jarayonlarini modellashtirishda muhimdir. Shu sababli, doira sohasida berilgan kasr
tartibli subdiffuziya tenglamasi uchun chegaraviy masalalarni o‘rganish dolzarb
hisoblanadi.

Mazkur ishda doira ichida berilgan subdiffuziya tenglamasi uchun

boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala garaladi va uning echimi

olinadi.
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Anomal diffuziyaning muhim turlaridan biri subdiffuziya bo‘lib, unda
zarracha harakati sekinlashgan bo‘ladi va o‘rtacha kvadratik siljish
(x2(t))~to\langle x*2(t) \rangle \sim t*{\alpha}(x2(t))~ta, 0<o<10<\alpha<lO0<a<l
qonuniga bo‘ysunadi. Subdiffuziya jarayonlari, masalan, hujayra ichidagi modda
almashinuvi, g‘ovak jinslarda filtratsiya, ion kanallaridagi transport, polimer
zanjirlardagi harakat va amorf yarimo‘tkazgichlarda zaryad tashuvchilar
migratsiyasida uchraydi.

Bunday jarayonlarni an’anaviy hosilalar orqali ifodalash qiyin bo‘lgani
sababli, so‘nggi paytlarda kasr tartibli differensial tenglamalar kuchli matematik
apparat sifatida keng qo‘llanila boshlandi. Kasr tartibli hosilalar xotira va meros
effektlarini hisobga olish imkonini beradi, bu esa subdiffuziya kabi jarayonlarni
aniqroq tavsiflashga xizmat qgiladi. Shu nuqtai nazardan, vaqt bo‘yicha kasr tartibli
subdiffuziya tenglamalari anomal diffuziya nazariyasining asosiy modellaridan biri
hisoblanadi.

Amaliy masalalarda ko‘pincha jarayonlar geometrik jihatdan simmetrik
sohalarda — doira, silindr yoki shar ichida sodir bo‘ladi. Masalan, dumaloq
plastinkada issiqlik tarqalishi, kapillyar naychalarda modda ko‘chishi, biologik
hujayra ichidagi konsentratsiya tagsimoti va reaktorlarning silindrsimon gismlarida
diffuziya jarayonlari shular jumlasidandir. Shuning uchun doira sohasida berilgan
subdiffuziya tenglamalarini o‘rganish nazariy va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga
ega.

Chegaraviy shartlar modellashtirilayotgan jarayonning fizik mohiyatini
ifodalaydi. Xususan, ikkinchi tur chegaraviy shart (Neumann sharti) chegarada
ogimning nolga tengligini bildiradi va bu issiglik yoki moddaning tashqgi muhitga
chigmasligini anglatadi. Bunday shartlar yopiq yoki izolyatsiyalangan tizimlar uchun
juda muhimdir.

Shu sababli, ushbu ishda doira sohasida berilgan kasr tartibli subdiffuziya

tenglamasi uchun boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala

— masalani gat’iy matematik qo‘yish, analitik
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xossalarini tahlil gilishdan iborat. Masala yechimi Bessel funksiyalari va Mittag—

Leffler funksiyalari orqali qator ko‘rinishida ifodalanib, u

u(r,t) = 3 Audo(ar) Bal—kp2t®)

n=1
ko‘rinishdagi subdiffuziya jarayonining vaqt va fazodagi evolyutsiyasini
tavsiflaydi.
Mazkur tadgigot kasr tartibli modellar nazariyasini rivojlantirish,
shuningdek, anomal diffuziya jarayonlarini tavsiflovchi amaliy masalalarni
chuqurrog tushunishga xizmat qiladi.

X

Masalaning qo'yilishi
Quyidagi ko'rinishdagi kasr tartibli subdiffuziya tenglamasini garaymiz:

8*u(r,t) _ 2 u . 19u
ate art  ror

)? D<r<R,t>0,0<a<l,

bu yerda % — Kaputo ma’nodagi kasr tartibli hosila,
k — subdiffuziya koeffitsienti,

R — doiraning radiusi.

Boshlang'ich shart:

Ikkinchi tur chegaraviy shart (Neumann sharti):

du
E[R,t):(], t:)D

Shuningdek, yechim markazda cheklangan bo'lishi talab etiladi:

lu(0,t)] < oo.
Yechish usuli

Masalani yechishda o‘zgaruvchilarni ajratish usuli qo‘llanadi:

w(r,t) = T(t) R(r).
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Natijada vaqt va fazoga bog‘liq ikkita alohida tenglama hosil bo‘ladi.
Fazoviy gism Bessel tenglamasiga olib keladi:

r*R"(r) + rR'(r) + Ar*R(r) = 0,
uning yechimlari nol tartibli Bessel funksiyalari orgali ifodalanadi:

RR(TJ - JI](ernT'),

bu yerda #= ~— Neumann shartidan kelib chigadigan xos sonlar.

Vagqtga bog‘liq qism esa quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

d°T(t)
dt™

+ kplTo(t) = 0,

uning yechimi Mittag-Leffler funksiyasi orqali ifodalanadi:

T, (t) = Eo(—kuit®).
Natijada umumiy yechim qator ko‘rinishda yoziladi:

u(r,t) = Z AnJo(par) Eo(—kpot®),

n=1

bu yerda 4n  koeffitsientlar boshlang‘ich shartdan aniqglanadi.

Olingan yechim asosida quyidagi xulosalar chiqgariladi:

Mavjudlik: Bessel funksiyalari va Mittag—Leffler funksiyalarining
xossalariga tayangan holda yechimning mavjudligi isbotlanadi.

Yagonalik: Energiya usuli va maksimal printsipga o‘xshash mulohazalar

yordamida masalaning yagona yechimga ega ekani ko‘rsati
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Barqarorlik: Boshlang‘ich shartdagi kichik o‘zgarishlar yechimda ham
kichik o‘zgarishlarga olib kelishi aniglanadi.

Shuningdek, o—1\alpha \to 1a—1 da olingan yechim Kklassik diffuziya
tenglamasi yechimiga yaginlashadi.

Natijalar va muhokama

Tadqiqot natijalari shuni ko‘rsatadiki, kasr tartibli model klassik diffuziya
tenglamasiga nisbatan subdiffuziya jarayonlarini anigroq tavsiflaydi. Doira sohasida
olingan analitik yechim issiqlik tarqalishi, g‘ovak muhitlarda massa ko‘chishi va
biologik tizimlardagi sekin diffuziya jarayonlarini modellashtirishda qo‘llanishi
mumkin.

Ushbu ishda doira sohasida berilgan kasr tartibli subdiffuziya tenglamasi
uchun boshlang‘ich va ikkinchi tur chegaraviy masala qo‘yildi va analitik yechimi
olindi. Ajratish usuli, Bessel va Mittag—Leffler funksiyalaridan foydalanib,
yechimning qator ko‘rinishi keltirib chiqarildi. Masalaning mavjudligi, yagonaligi va
bargarorligi asoslandi. Olingan natijalar anomal diffuziya jarayonlarini o‘rganishda
muhim nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi
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