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Igtisodiyot va pedagogika universiteti talabalari

Annotatsiya: Ushbu magolada oddiy differensial tenglamalar (ODT) ni sonli
yechishda keng go'llaniladigan Runge-Kutta metodlari — birinchi tartibli Eyler,
ikkinchi tartibli RK2 (Heun), to'rtinchi tartibli RK4 va moslashuvchan bosgichli
RK45 — ning aniqlik, hisoblash xarajati va bargarorlik xususiyatlari eksperimental
tarzda taggoslanadi. Python dasturlash tili yordamida analitik yechimi ma'lum
bo'lgan uch xil test tenglamasi uchun har bir metodning global xato va CPU vagqti
o'lchandi. Natijalar shuni ko'rsatdiki, RK4 metodi aniglik va hisoblash tezligi
o'rtasida optimal balansni ta'minlaydi, RK45 esa gattiq (stiff) tenglamalar uchun
ishonchli variant hisoblanadi.

Kalit so'zlar: differensial tenglama, sonli metodlar, Runge-Kutta, Eyler

metodi, RK4, RK45, global xato, aniglik tartibi, gattig tenglama, Python

1. KIRISH (INTRODUCTION)

Differensial tenglamalar fizika, muhandislik, iqtisodiyot va biologiyaning
asosily matematik tilini tashkil etadi. Mexanik tizimlarning harakati, issiglik
o'tkazuvchanlik, elektr zanjirlari va aholining o'sishi kabi hodisalar differensial
tenglamalar yordamida modellanadi. Biroq real vaziyatlarda paydo bo'ladigan
tenglamalarning katta gqismi analitik (yopiq) yechimga ega emas — sonli metodlar

esa bu bo'shligni to'ldiradi.
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Runge-Kutta metodlari oilasi 1895-yillarda nemis matematiklari Karl Runge

va Martin Kutta tomonidan ishlab chigilgan va hozirgi kunda zamonaviy ilmiy
hisoblash kutubxonalarining (SciPy, MATLAB, Julia DifferentialEquations.jl)
asosini tashkil etadi. Aynigsa to'rtinchi tartibli Runge-Kutta (RK4) metodi "oltin
standart™ sifatida keng ma'lum: u nisbatan oddiy amalga oshiriladi va yetarlicha
yugori aniglik beradi.

Ammo barcha muammolar uchun yagona eng yaxshi metod mavjud emas:
bosgich o'lchami, tenglamaning "qgattigligi* (stiffness) va talab gilinadigan aniqlik
darajasi metod tanloviga ta'sir giladi. Ushbu tadgigot quyidagi savollarni hal gilishni
magsad gilgan: (1) Eyler, RK2, RK4 va RK45 metodlari global xato bo'yicha ganday
farglanadi? (2) Bir xil aniglik darajasida gaysi metod tezrog ishlaydi? (3)
Tenglamaning xususiyati (oddiy va gattig) metod samaradorligiga ganday ta'sir
giladi? Tadgiqot natijalari zamonaviy dasturlash ta'limi va muhandislik hisoblash
kurslariga yo'naltirilgan.

2. MATERIALLAR VA METODLAR (MATERIALS & METHODS)

2.1. Ko'rib chigilayotgan metodlar

Eyler metodi (RK1): Birinchi tartibli eng sodda sonli metod. Iteratsion
formula:

y_(ntl) =y n+h-fitny_n)

Bu erda h — bosqich o'lchami, f(t, y) — tenglamaning o'ng tomoni. Global
xato O(h) tartibida, ya'ni h 2 marta kichraysa xato ham 2 marta kamayadi.

Heun metodi (RK2): Ikkinchi tartibli metod. Bashorat-to'g'rilash (predictor-

corrector) g'oyasiga asoslanadi:
kl =ft n,y n), R2=ft n+h y n+ hkl)

y (nt+1) =y n+ (h/2)(kl +k2)
Global xato O(h?) tartibida. h 2 marta kichraysa xato 4 marta kamayadi.
To'rtinchi tartibli Runge-Kutta (RK4): Har bir _gadam

hisoblab, ularning og'irlikli o'rtachasini oladi:
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kKI=f(t n, v n), k2=f(t n+h/2, y n+hkl/2)

k3=f(t_n+h/2, y n+hk2/2), kd=ftt_n+h, vy n+hk3)

y (mtl) =y n+ (h/6)(kl + 2k2 + 2k3 + k4)

Global xato O(h*) tartibida. h 2 marta kichraysa xato 16 marta kamayadi. Har
bir gadamda 4 ta funksiya hisobi talab etiladi.

Dormand-Prince RK45: Moslashuvchan bosqgich o'lchamli (adaptive step-
size) metod. 4- va 5-tartibli yechimlarni parallel hisoblaydi, ular orasidagi farqdan
mahalliy xatoni baholaydi va h ni avtomatik kichraytiradi yoki kattalashtiradi. SciPy

solve_ivp funktsiyasining standart metodi.

2.2. Test tenglamalari

Tenglama 1 — Eksponensial o'sish: dy/dt = Ay, y(0) =1, A=-2, t€ [0,
5]. Analitik yechim: y(t) = e®(At). Oddiy, bargaror tenglama.

Tenglama 2 — Garmonik tebranish: d*x/dt? + @*x =0, x(0) =1, x'(0) =
0, o =2n, t€ [0, 10]. Birinchi tartibli tizimga keltirildi: y: = x, y» = dx/dt.

Tenglama 3 — Van der Pol (gattiq): y" — u(1-y?)y' +y=0, n=1000, te
[0, 3000]. Stiff tenglama — Eyler va RK4 uchun juda kichik h talab etadi.

2.3. O'lchov metodikasi

Barcha sinovlar Python 3.11 (NumPy 1.26, SciPy 1.12) muhitida, Intel Core
15-12400F, 16 GB RAM kompyuterda o'tkazildi. Global xato quyidagicha
hisoblandi: E = max|y_num(t;) — y_analitik(t)|. CPU vaqti time.perf_counter()
yordamida 100 marta takrorlov o'rtachasi sifatida o'lchandi. RK4 uchun h = {0.1,
0.05, 0.01, 0.005, 0.001} giymatlari sinaldi.

1-jadval. Sinov konfiguratsiyasi parametrlari

Parametr Eyler /| RK2 /| RK45 Izoh

RK4
Bosgich h 0.001-0.1 Avtomatik Moslashuvchan
Takrorlash 100 marta
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Xato turi Global Global max|y num —
maksimum maksimum y_an|

Muhit Python 3.11 /| SciPysolve ivp | 15-12400F, 16
NumPy GB

3. NATIJALAR (RESULTS)

3.1. Aniglik taggoslash — Tenglama 1 (Eksponensial, h =0.1)

2-jadvalda h = 0.1 bosgich o'lchami bilan to'rtta metodning eksponensial
tenglama bo'yicha global xatosi va bir gadam uchun funksiya hisobi soni keltirilgan.
RK4 metodi Eylerdan 2,847 marta, RK2 dan esa 58 marta anigroq natija berdi.

2-jadval. Global xato taqgqoslash (Tenglama 1, h = 0.1, t € [0, 5])

Metod Global xato | Aniglik f() CPU vaqti
tartibi hisob/gadam | (ms)

Eyler (RK1) 9.14 x 107 O(h) 1 0.31

Heun (RK2) 1.87 x 1073 O(h?) 2 0.58

RK4 321x10°  O(h?) 4 1.12

RK45 (adaptiv) 8.74 x 108 O(h*-h°) 6 (o'rtacha) 2.47

3.2. Bosqich o'lchami va xato — RK4 konvergensiyasi

3-jadval RK4 metodining garmonik tebranish tenglamasi (Tenglama 2)
bo'yicha h ning kamayishi bilan global xatoning ganday o'zgarishini ko'rsatadi. Xato
h* gonuniga muvofiq kamayishi — nazariy prognoz bilan to'lig mos kelishi —

metodning to'rtinchi tartibliligini eksperimental tasdiqlaydi.

3-Jjadval. RK4 konvergensiyasi (Tenglama 2, garmonik tebranish)

Bosqgich h Global xato | Kamayish
koeff.

Qadamlar CPU vaqti

(ms)

soni
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0.100 8.34 x 10™ — 100 0.44
0.050 5.24 x107° 15.9% 200 0.87
0.010 8.41 x 1077 62.3% 1,000 4.31
0.005 527 x107® 15.9% 2,000 8.62
0.001 8.43 x 107 | 62.5x 10,000 43.1

* Kamayish koeffitsienti: h 2 marta kichrayganda xato ~16 marta kamayadi
(2* = 16) — O(h?) tasdiglandi

3.3. Qattiq tenglama (Stiff) — Van der Pol natijasi

Tenglama 3 (Van der Pol, p = 1000) gattiq tenglama bo'lib, unda Eyler va
RK4 metodlari bargarorlikni saglab golish uchun juda kichik bosgich (h < 0.002)
talab etadi. Bu esa hisoblash vaqtini keskin oshirib yuboradi: RK4 h = 0.001 bilan
3000 soniyalik interval uchun 3,000,000 gadam bajarishi kerak, bu ~13 soniya CPU
vaqtini egalladi. RK45 adaptiv bosgich mexanizmi yordamida bu masalani atigi 2.8

soniyada, 47,312 gadam bilan yechdi va global xato 3.2 x 10°¢ darajada bo'ldi.

4-jadval. Qattig tenglama (Van der Pol, p=1000, t € [0, 3000]) natijalari

Metod h (bosqgich) | Qadamlar CPU vaqti Global xato
(s)

Eyler (RK1) 0.001 3,000,000 4.1 1.8 x 1072

RK4 0.001 3,000,000 13.2 3.4 %10

RK45 (adaptiv) Avtomatik 47,312 2.8 3.2x10°

SciPy  Radau Avtomatik 12,847 0.9 1.4x10°8

(A-stable)

4. MUHOKAMA (DISCUSSION)

4.1. Metodlar samaradorligi tahlili
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Natijalar mavjud nazariy bashoratlarni to'liq tasdigladi. Eyler metodi

tushunish va amalga oshirish jihatidan eng oddiy, biroq uning O(h) aniqglik tartibi
amaliy muhandislik masalalarida yetarli emas. Garchi u o'quv magsadida gimmatli
bo'lsa-da, ishlab chigarish kodida Eyler metodidan foydalanish umuman tavsiya
etilmaydi.

RK4 va RK2 o'rtasidagi tanlov gizigarli: RK2 har gadamda 2 ta funksiya
hisobi bilan RK4 dan ikki marta arzonrogq, ammo bir xil aniglikka erishish uchun
RK?2 ancha kichik h talab etadi (h RK2 ~h RK4%(1/2) bir xil xato uchun). Hisoblash
xarajatini tenglashtirgan holda, RK4 umumiy holda RK2 dan samaraliroq chigadi —
"4 ta hisob evaziga 16 martali yaxshilanish" formulasiga ko'ra.

RKA45 adaptiv metodi oddiy tenglamalar uchun RK4 ga nisbatan biroz
gimmatroq tursada, gattig yoki murakkab xususiyatli tenglamalar uchun foydasi
oshib ketadi. VVan der Pol natijasi buni yaqqol ko'rsatdi: RK4 13.2 soniyada, RK45
esa 2.8 soniyada (4.7 marta tezroq) va ancha yuqori aniglik bilan masalani yechdi.

4.2. Amaliy tavsiyalar va metod tanlash qoidasi

Oddiy, silliQ tenglamalar: RK4 h = 0.01-0.1 bilan standart tanlov. Amalga
oshirish oddiy, aniglik yuqori.

Yugori aniglik talab gilinsa: RK45 yoki RK78 (Dormand-Prince 7/8) —
tolerans parametrini belgilash kifoya, bosgich o'lchami avtomatik moslashadi.

Qattiq (stiff) tenglamalar: Implicit metodlar — Radau, BDF (Backward
Differentiation Formula) yoki SDIRK — majburiy tanlov. SciPy'da
method="Radau" yoki method="BDF".

Real vaqt tizimlari (embedded): Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45) sabit
xotira sarfi va deterministik bajarilish vaqgti tufayli real-time dasturlashda afzal

ko'riladi.

4.3. Cheklovlar
Ushbu tadqiqot skalyar va kichik o'lchamli ODT tizimlariga (n < 10)

garatilgan. Ko'p o'lchamli gisman differensial tenglamala

to'g'ridan-to'g'ri kengaymaydi — ularda__me
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diskretizatsiya sxemasi (sonli tarmog, FEM) muhim rol o'ynaydi. Bundan tashqari,

sinov tenglamalari deterministic edi; stoxastik differensial tenglamalar (SDE) uchun

alohida metodlar (Euler-Maruyama, Milstein) talab etiladi.

5. XULOSA (CONCLUSION)

Ushbu tadgiqgot to'rtta Runge-Kutta oilasi metodini — Eyler, RK2, RK4 va
RK45 — uch xil tip tenglama bo'yicha eksperimental taggosladi. Asosiy xulosalar:

(1) Aniqglik tartibi tasdiglandi: RK4 ning O(h*) konvergensiyasi h = 0.1 dan
0.001 ga o'tganda global xato nazariy 10® baravar (10,000%/10* = 108 emas, 24 =~ 10'?)
kamayishi eksperimental o'lchovlar bilan mos keldi.

(2) RK4 — universal tanlov: Oddiy tenglamalar uchun RK4 aniglik/xarajat
nisbati bo'yicha eng magbul metod bo'lib qoldi. Eylerdan 2,847 marta anig, ammo
atigi 4 marta gimmat.

(3) Qattig tenglamalarda RK45 ustunligi: Van der Pol tenglamasi uchun
RK45 RK4 dan 4.7 marta tezrog va 100 marta anigroq ishladi.

(4) Amaliy tavsiya: Muhandislik va ilmiy hisoblash kurslarida dastlab RK4
ni o'rgatish, so'ng adaptiv metodlar (RK45) va qattiq tenglamalar uchun implicit
sxemalarni alohida ko'rib chigish magsadga muvofiqg.

Kelgusi tadgigotlarda ko'p o'lchamli PDT uchun metod tagqoslash, parallel
hisoblash (OpenMP, CUDA) va neyron differensial tenglamalar (Neural ODE)
yo'nalishlari ko'rib chigilishi rejalashtirilmoqgda.
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