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ISSIQLIK TARQALISH TENGLAMASIDAN BOSHLANG’ICH
FUNKSIYANI ANIQLASHNING TESKARI MASALASI

Mualliflar: Rozimboyeva Aziza Ibragimovna
Osiyo halgaro universiteti Matematika fakulteti Matematika yo 'nalishi
MM2 — MAT-25 guruhi talabasi.
Doniyor G'afurovich. “Osiyo halgaro universiteti” kafedrasi dotsenti Katta

yordam beradi.

Annotatsiya: Ushbu magolada issiglik targalish tenglamasi uchun
boshlang ‘ich funksiyani aniglash bilan bog‘liq teskari masala o ‘rganiladi.
Parabolik tipdagi tenglamalar uchun Grin funksiyasi, integral ifodalar, yechimning
tuzilishi hamda boshlang ‘ich shartni qayta tiklash metodlari yoritiladi. Masalada
kuzatiladigan ill-posedlik, funksiyaning bargaror emasligi va yechimning yagona
bolishi kabi nazariy xususiyatlar ko ‘rib chigiladi. Magola O. Zikirovning
“Matematik fizika tenglamalari” qo ‘llanmasidagi ilmiy asoslar hamda issiqlik
targalish tenglamasining integral yechimlari asosida yozilgan.

Kalit so’zlar: Issiglik targalish tenglamasi, teskari masala, Grin funksiyasi,
boshlang ‘ich funksiyani aniglash, parabolik tenglama, integral ifoda, boshlang ‘ich-
chegaraviy masala, bargarorlik, ill-posed masala.
Annomayun: B oOaunol cmamve uzyuaemcs 0Opamuas 3a0avd, CE;A3aHHAS C
onpeoeneHuemM HAYaibHOU @YHKYuu ONsl  YPABHEHUs  MenI0npo80OHOCHIU.
Paccmampusaromes ¢ynkyuu I'puna ons napabonuueckoco muna ypasHeHull,
uUHmMezpaibHbvie NPeoCmasieHus, CMpPYKmypa peuleHus, d makKice Memoobl
60CCMAHO6IEHUA HAYANIbHO2O YCIIOBUAL. H3yqai0mc;z maxKkue meopemudecKue
ceolicmea  3a0auu, KAk HEKOPPEeKMHOCMb, HEYCMOUYUBOCMb  (QYHKYUU U
eOUHCIMBEHHOCMb peuernusl. Cmambvs Hanucana Ha ocHoge HAY4YHbLX NOJIOHCEHUT
yuebnoeo nocoous O. 3uxuposa «Ypasnenus mamemamuyeckou QuU3UKU» U
UHme2cpalbHblx peutenuti ypasHenus Menionpo8oOHOCMU.

Knroueevie cnosa: Ypasnenue menionpogoonocmu, oopamuas 3a0ada, QyHKyusl
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I'puna, onpedenenue HauanbHOU  @YHKYUU, nNapadborudecKoe YpasHeHue,
UHmecpajilbHoe npedcmaeﬂeuue, HAa4anbHoO-Kpaesas 361()61’{61, ycmoﬁqueocmb,
HEKOPPEKMHO NOCMAeBJIEeHHAA 3a0aua.

Abstract: This article studies the inverse problem of determining the initial
function for the heat conduction equation. For parabolic-type equations, the
Green’s function, integral representations, the structure of the solution, and methods
for reconstructing the initial condition are discussed. The article also examines
theoretical properties observed in the problem, such as ill-posedness, instability of
the function, and uniqueness of the solution. The article is based on the scientific
foundations presented in O. Zikirov’s textbook “Equations of Mathematical Physics”
and on the integral solutions of the heat conduction equation.

Key words: Heat conduction equation, inverse problem, Green’s function,
determination of the initial function, parabolic equation, integral representation,
Initial-boundary value problem, stability, ill-posed problem.

Kirish

2020 yil mamlakatimizda ilm, ma'rifat va ragamli igtisodiyotni
rivojlantirish yili deb e'lon qgilinib, bu boradagi ustuvor magsadlar belgilandi.
Yurtimizda avvaldan shakllangan ilmiy maktablar salohiyatini hisobga
olib,hozirgi bosgichdagi milliy manfaatlarimiz va taraqqiyotimiz
yo‘nalishlaridan Kkelib chiggan holda, bu yil matematika, kimyo, biologiya,
geologiya fan va sohalarini rivojlantirish tanlab olindi.
Sh.M.Mirziyoyev

O’quvchilarning darsga bo’lgan qiziqishini oshiris, mantiqiy fikrlash
vaijodiy yondashuvni oshirish, ijod gilish, mustaqil talim olish maktabdan tashqari
0’z ustilarida ishlashga yordam berish maktabning ustivor vazifalaridan biridur.
Issiglik targalish tenglamasidan boshlang‘ich funksiyani aniqlashning teskari
masalasi o‘quvchilarda matematik jarayonlarni chuqur tushunish, mantiqiy fikrlash
va tahlil gilish ko‘nikmalarini rivojlantiradi. Bu masalada issiqlikning keyingi holati

ma’lum bo‘lib, uning boshlang‘ich holatini topish talab qilinadi. Bunday masalalar
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Ill-qo‘yilganligi sababli noaniqliklarga sezgir bo‘ladi va maxsus matematik usullarni
qo‘llashni talab qiladi.

Teskari masalani o‘rganish o‘quvchilarga differensial tenglamalar, fizik
jarayonlarni modellashtirish va amaliy masalalarni tahlil qilish bo‘yicha mustahkam
bilim beradi. Shu bilan birga, bu mavzu ularning tafakkurini kengaytiradi, izlanish
va mustaqil o‘rganishga bo‘lgan qiziqishini oshiradi.

MUHOKAMA VA NATIJALAR

Issiglik targalish tenglamasi bilan bog‘liq teskari masalalar matematik
fizikaning eng murakkab va ilmiy tadqiqotlar talab giladigan yo‘nalishlaridan biri
hisoblanadi. Mazkur masalada asosiy maqgsad — issiqlik tenglamasining ma’lum
bo‘lgan oxirgi (yakuniy) holati asosida uning boshlang‘ich funksiyasini
aniglashdir. Ushbu turdagi masalalar gadimdan fizik jarayonlarni gayta tiklashda
muhim ahamiyatga ega bo‘lgan. Tarixiy manbalarga nazar tashlasak, parabolik
tenglamalar bilan bog‘liq tahlillar dastlab fransuz matematigi Jozef Furye
tomonidan XIX asr boshlarida o‘rganilgan bo‘lib, uning “Théorie analytique de la
chaleur” (1822) asari issiqlik targalishi nazariyasiga asos solgan (Furye, 1822).

Shu bilan birga, issiglik tenglamasi uchun teskari masala tushunchasi XX
asrning ikkinchi yarmiga kelib mustaqil ilmiy yo‘nalish sifatida shakllandi. Bu
borada rus olimlari — A.N. Tixonov, V.Y. Arsenin, M.M. Lavrentyevlarning
ishlari alohida e’tiborga loyiq. Tixonovning “HecrabuibHble —3amaun
MaTtematuyeckon ¢usukn” (1962) asarida teskari issiqlik masalalarining 1ll-
qo‘yilganligi, barqaror emasligi va ularni yechish uchun regulyarizatsiya usullari
zarurligi isbotlab berilgan. Tadqiqotlarda ko‘rsatilishicha, issiqlik tenglamasida vaqt
bo‘yicha orqaga qaytish (ya’ni, boshlang‘ich holatni topish) kuchli darajada
bargaror emas jarayondir — oxirgi holatdagi juda kichik xatolik ham yechimni
keskin o°zgartirib yuborishi mumkin.

So‘nggi yillarda bu masala Ofzbekiston va xorijdagi tadqiqotchilar
tomonidan ham faol o‘rganilmoqda. Masalan, “Issiglik tarqgalish tenglamasi
uchun teskari Koshi masalasi” (Scientific Journal, 2023) maqolasida boshlang‘ich
funksiyani gayta tiklashning analitik va sonli metodlari, regulyarizatsiya usullari va

Beinyck xcypHana Ne-39 Yacmo—6_/Jlekabpo —2025
121

——
| —



ISSN
MODERN EDUCATION AND DEVELOPMENT  3060-4567

ularning bargarorligi tahlil gilingan. Mualliflar Tixonov regulyarizatsiyasi, Furye
koeffitsientlari bo‘yicha filtrlash, hamda silliglashtiruvchi funksiyalar tanlashning
turli variantlari bo‘yicha tajribalar o‘tkazganliklarini qayd etadilar.

Shuningdek, zamonaviy adabiyotlarda issiglik tenglamasi uchun teskari
masalalarni  yechishda optimal filtrlash, Fourier-metodlar, silliglovchi
funktsiyalar, darajali regulyarizatsiya, gayta tiklash algoritmlari samarali
natijalar bergani gayd etiladi. Xususan, Springer nashriyotidagi “Solving Direct and
Inverse Heat Conduction Problems” (Ozisik & Orlande, 2000) kitobida
boshlang‘ich funksiyani aniglashning bir nechta amaliy modellari, laboratoriya
tajribalari va kompyuter simulyatsiyalari bayon etilgan.

Tadqgiqotlar shuni ko‘rsatadiki, issiqlik tenglamasi uchun teskari masalani
yechishning muvaffaqgiyati:

® ma’lumotning aniqligi,

® regulyarizatsiya parametrining to‘g‘ri tanlanishi,

® tanlangan yechim usulining bargarorlik xususiyatlariga,

® hisoblash algoritmlarining anigligiga

juda kuchli bog‘ligdir. Ko‘pgina manbalarda ta’kidlanishicha, filtrlangan
Furye qatorlari va Tixonov usuli eng ko‘p qo‘llaniladigan usullar bo‘lib, ular
bargaror yechim olishga imkon beradi (Zaynullov va boshg., 2019).

Natijada, mazkur masalani o‘rganish matematik fizikaning nazariy jihatlari
bilan bir gatorda amaliy modellashtirish, ragamli hisoblash va fizik jarayonlarni
analiz qilish ko‘nikmalarini boyitadi. Issiqlik jarayonlarining tabiiy noaniqliklari va
Ill-qo‘yilganlik xususiyatlari o‘quvchilarni chuqur fikrlashga, mavjud ma’lumot
asosida eng maqgbul yechimni tanlashga o‘rgatadi. Bu esa nafagat nazariy
matematika, balki muhandislik, energetika, geofizika, materialshunoslik kabi
sohalarda ham foydali bo‘ladi.

MASALA:Issiglik targalish jarayonida boshlang‘ich harorat tagsimotini
tiklash masalasi ko‘plab amaliy jarayonlarda uchraydi. Masalan, metall

plastinkaning sirtt ma’lum vaqt o‘tganidan keyin o‘lchanadi, biroq uning dastlabki
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qizigan holati noma’lum bo‘ladi. Mazkur teskari masala issiqlik o‘tkazuvchanlik

tenglamasining quyidagi ko‘rinishi orqali ifodalanadi:

U; = a’Uag,, O<z<L,t>0
va ma’lum vaqt ¢ = T' dagi harorat:
U(z,T) = f(=),
lekin boshlang‘ich holat:
U(z.0) = ()
noma’lum.

Teskari masalaning magsadi — mavjud f(x) funksiyadan foydalanib noma’lum ¢(X)
boshlang‘ich funksiyani tiklashdir.

Bunday masalalar ill-qo‘shilgan (noaniqlikka sezgir) bo‘lgani sababli, boshlang‘ich
funksiyani bargaror aniglash uchun, odatda, regulyarizatsiya usullari qo‘llanadi.
Masalan:

1) Tixonov regulyarizatsiyasi
minq) || A — f |* +a || ¥ ||

2) Fourier qatorlari bo‘yicha tiklash
> 2AnT

i) — chea sin(A,x),n =1
n

Bu usullar yordamida masala matematik jihatdan bargarorlashadi va
boshlang‘ich harorat tagsimoti tiklanadi.

Amaliy misol: Metall sterjen 0<x<z bo‘yicha issiqlik tarqalish tenglamasiga
bo‘ysunadi. Tajriba oxirida t=1da o‘lchangan harorat:

U(z,1) = sin(2x)
Boshlang‘ich funksiyani topish uchun analitik yechimdan foydalanamiz:

Uz, t) = e *sin(2z)
Shundan: u(z,0) = sin(2z)
demak boshlang‘ich gizigan holat ham sinus ko‘rinishida bo‘lgan.

XULOSA

Issiglik targalish tenglamasiga oid teskari masalalarda asosiy magsad —

ma’lum bir vaqtdagi harorat tagsimotidan foydalanib, jarayonning boshlang‘ich
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holatini tiklashdir. Bunday masalalar matematik fizikaning eng murakkab va dolzarb
yo‘nalishidan bir1 bo‘lib, ularning ill-qo‘shilganligi sababli yechim kichik
noaniqliklarga juda sezgir bo‘ladi. Shu bois boshlang‘ich funksiyani barqgaror
aniqlashda Tixonov regulyarizatsiyasi, Fourier gatorlari bo‘yicha tiklash, hamda
boshga stabilizatsiya usullaridan foydalanish zarur.

O‘rganilgan manbalar tahlili shuni ko‘rsatadiki, teskari issiqlik
masalalarining nazariy asosi M.M.Lavrentyev, A.N.Tixonov, A.A.Samarskiy kabi
olimlarning fundamental asarlarida ishlab chiqilgan bo‘lib, hozirgi kunda ham bu
masalalar kompyuter modellash, materiallar fizikasi, tibbiy termografiya,
muhandislik va ekologiya kabi sohalarda keng qo‘llanmoqda.

Yakun qilib aytganda, issiqlik targalish tenglamasidan boshlang‘ich
funksiyani aniglashning teskari masalasi nazariyada ham, amaliyotda ham muhim
ahamiyatga ega bo‘lib, uni bargaror yechish uchun zamonaviy matematik va sonli
metodlar qo‘llanilishi masalaning samarali hal qilinishini ta’minlaydi.
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