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Annotatsiya: Mazkur magolada analitik gismlari m-darajali ko’phadlardan
tashkil topgan bianalitik funksiyaning yagona ko’rinishini aniqlash , xususan , kvadrat
ko’phadli bianalitik interpolyatsiya masalasi qaralgan. Bianalitik funksiyaning
umumiy ko’rinishi f(z) = ZG,(z) + G,(z) shaklida ifodalanib , uning analitik tarkibiy
gismlari G;(z) va G,(z) kvadrat ko’phadlar orqali aniqlanishi ko’rsatildi. Berilgan
uchta interpolyatsiya nuqtalari asosida analitik gismlarning koeffitsientlarini topish
uchun Vandermonde tipidagi matritsaga asoslangan chizigli tenglamalar sistemasi
tuzildi va u Kramer usuli yordamida yechildi. Shuningdek , bianalitik funksiyaning
ikkinchi tarkibiy gismi uchun yangi giymatlar kiritilib , mos chizigli sistema hosil
gilindi va uning yechimi orgali umumiy funksiya tiklandi.Keltirilgan misol yordamida
nazariy natijalar amaliy jihatdan tasdiglandi hamda kvadrat ko’phadli bianalitik
interpolyatsiya masalasining konstruktiv yechimi namoyish etildi.

Kalit so’zlar: Bianalitik funksiya , interpolyatsiya , Vandermonde matritsasi ,
Kramer usuli , analitik funksiya , chizigli tenglamalar sistemasi.

EJIMHCTBEHHBIA BUJT BUOHAJIMTUYECKOI ®YHKIINH,
AHAJIMTUYECKUE KOMITOHEHTBI KOTOPOI ABJISTIOTCS
MHOTOYJIEHAMU CTEIEHU n. 3AJTAUA KBAJIPATUYHOM

BUOHAJIMTUYECKOW MHTEPIIOJISILINK U EE PEIIEHUE

AHHoTamms: B naHHO pabOoTe paccmarpuBaercsi 3ajada OIpeAeTIeHUs
€IMHCTBEHHOI0 BHJA OMOHAIUTUYECKON (DYHKIMHM, AaHAIUTUYECKHE KOMIIOHEHTBI
KOTOpPOH SIBJIAFOTCS. MHOT'OWIEHAMH CTEIIEHW N; B 4aCTHOCTH, HCCIEAYETCs 3ajada
KBaJIpaTUYHOM OHMOHAIUTHUYECKOW HHTepnoiasuumu. OOmuid BuA OHOHATUTHYECKOU
byukumu 3amaéres dopmynoit f(z) = 2G1(z) + Gy(z), Toe e aHaIUTHYECKHUE
KoMIoHEHTHI G1(z) u Gy(z) MpeaCTaBIAIOTCS B BUE KBaPaTHBIX MHOTOWIeHOB. Ha
OCHOBE TpEX 3aJaHHBIX Y3JIOB HHTEPHOJSLMH CTPOUTCA CHUCTEMA JIMHEHHBIX
ypaBHEHU# ¢ Matpuilel Tuna Banaepmona, Ko3QphUIUEHTH KOTOPOM ONPENEISIOTCS
¢ nomoipto npaBuwio Kpamepa. Kpome Toro, ajis BTOpoil KOMIOHEHTHI (DYHKIUU
BBOJISITCSI HOBBIE 3HA4YEHHUA, (POpPMHUPYETCs COOTBETCTBYIOIIAs CHCTEMa JHUHEHHBIX
YPaBHEHMI U HaxoauTcs e€ pemenue. [lonydeHHble pe3ynbTaTsl MOATBEPKAAIOTCS HA
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KOHKPETHOM TpPHUMEPE, 4YTO JAEMOHCTPUPYET KOHCTPYKTUBHOE PEUICHHE 3aJayu
KBaJIpaTUIHOW OMOHAIUTHYECKON MHTEPIIOJISIINH.

KarwueBble ciaoBa: buonamutuueckas (yHKIMS, WHTEPHOJSIMS, MaTpHUIa
Bannepmonna, npaBuno Kpamepa, aHanutuyeckas (QPyHKIHS, CUCTEMa JIUHEHHBIX
YPaBHCHU.

THE UNIQUE FORM OF A BIANALYTIC FUNCTION WHOSE
ANALYTIC COMPONENTS ARE POLYNOMIALS OF DEGREE n .
THE PROBLEM OF QUADRATIC POLYNOMIAL BIANALYTIC
INTERPOLATION AND ITS SOLUTION

Abstract: In this paper, the problem of determining the unique form of a
bianalytic function whose analytic components are polynomials of degree n is
considered, in particular, the problem of quadratic polynomial bianalytic interpolation
is studied. The general form of a bianalytic function is represented as f(z) = 2G,(z) +
Go(2), where its analytic components G;(z) and G,(z) are determined in the form of
quadratic polynomials. Based on three given interpolation nodes, a system of linear
equations with a Vandermonde-type matrix is constructed to determine the coefficients
of the analytic parts, and the system is solved using Cramer's Rule.In addition, new
values are introduced for the second component of the bianalytic function, and the
corresponding linear system is formed. The obtained results are illustrated by a
concrete example, which confirms the theoretical findings. As a result, a constructive
solution to the problem of quadratic polynomial bianalytic interpolation is presented.

Key words: Bianalitic function , interpolation , quadratic polynomial |,
Vandermonde matrix , Cramer’s rule , analytic function , system of linear equations.

Kirish. Hozirgi kunda kompleks o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasi
matematikaning muhim va tez rivojlanayotgan yo’nalishlaridan biri hisoblanadi.
Aynigsa , analitik va bianalitik funksiyalarni o’rganish nafaqat nazariy jihatdan , balki
, amaliy masalalarni yechishda ham katta ahamiyatga ega. Bianalitik funksiyalar
kompleks tekislikda aniglangan bo’lib , ular analitik va kon’yugat analitik gismlarning
kombinatsiyasi sifatida ifodalanadi[1]. Interpolyatsiya masalalariga ko’ra , masalaning
kichikrog sohada berilgan giymatlariga garab uni butun sohada tiklash ishlari
kompleks analizning funksiyalarni analitik davom ettirish prinsipi bilan uzviy ravishda
bog’lanadi va qaysidir manoda bir birga ekvivalent bo’la oladi[2].

Mavzuning dolzarbligi: Zamonaviy ilm-fan va texnologiyalarning
rivojlanishi murakkab matematik modellarga bo’lgan ehtiyojni oshirmogda. Bunday
modellarda ko’pincha kompleks o’zgaruvchili funksiyalar ishtirok etadi. Shu nuqtai
nazardan , bianalitik funksiyalarni o’rganish va ular uchun samarali interpolyatsiya
usullarini ishlab chigarish dolzarb masalalardan biridir.
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Kvadrat ko’phadli bianalitik interpolyatsiya usulini ishlab bir tomondan nazariy
jihatdan yangi natijalarni olish , ikkinchi tomondan amaliy hisoblashlarda sodda va
qulay algoritmlarni tagdim etadi. Ushbu usul yordamida berilgan nugtalar asosida
bianalitik funksiyalarni aniq tiklash imkoniyati mavjud bo’lib , bu esa ilmiy va amaliy
masalalarda muhim ahamiyat kasb etadi. Shuningdek , Vandermonde matritsasiga
asoslangan yondashuv yechimning yagona mavjudligini ta’minlaydi[3] hamda hisob-
kitob ishlarini aniq va bargaror giladi. Shu nugtai nazardan aytish mumkinki , mazkur
mavzu kompleks analiz , sonlar nazariyasi va amaliy matematika kesishgan dolzarb
ilmiy yo’nalishlardan biri hisoblanadi.

ASOSIY QISM: Analitik gismlari n —darajali ko’phadlardan iborat
bo’lgan bianalitik funksiyaning yagona ko’rinishi
Matematik nuqtai nazardan n darajali ko’phadni aniglash uchun n + 1 ta
nuqgta zarur ekanligi ma’lum. Ushbu masaladagi bianalitik funksiya 2 ta mustqail
analitik gismdan iborat bo’lgani uchun umumiy koeffitsientlar soni 2 - (n + 1) ga teng
bo’ladi. Shu nuqtai nazardan bizga interpolyatsiya uchun m = n + 1 ta nugta kerak va
har bir nuqtada 2 ta shart berilgan bo’lishi kerak va bu shartlarga ko’ra jami
2m = 2(n + 1) ta tenglma hosil bo’ladi:
Analitik gismlari n —darajali ko’phadlardan tashkil topgan bianalitik
funksiyaning umumiy ko’rinishi quyidagicha:
f(2) = 2G,(2) + Go(2)
bo'lib , bunda :

n

n
G,(2) = z arz® va Gy(z) = Z b, z"
k=0

k=0
Umumiy holda yuqorida ta’kidlangani kabi , funksiya analitik qismlarini topish
uchun quyidagi asosiy ifodalar berilgan bo’lsin :

Interpolyatsiya nuqtalari: Z1,Z3, -, Zne1 (M + 1 ta nuqta)
Hosila qiymatlari(G, uchun): G, (zj) =w,j=1.,n+1
Funksiya qiymatlari(Gyuchun): f(zj) =v,j=1.,n+1

a) G (z) koeffitsientlarni topish (ay, a4, ..., a,)

G, (z) funksiyasini aniglash uchun n + 1 ta tenglamalar sistemasini yechamiz:
n

z akzjk = wj, buyerda,j=12,..,n+1
k=0
Bu yerda ay, a4, ... a, noma’lumlar uchun chiziqli tenglamalar sistemasidir.
Uning matritsa ko’rinishi Va = W. Bu yerda V — (n + 1) tartibli Vandermond
matritsasi:
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1 z zZ . Z7
V=|: R
1 Zps1r Zher A
Qg Wy
a koeffitsientlar uchun: a = ( : ) W hosila gqiymatlari ustuni: W = < : )
an Wni1

Vandermonde matritsasining determinanti:

detV = 1_[ (zj—zi)
1<i<jsn+1
bo’lib, z; nugtalar turli xil bo’lgani uchun detV # 0. Demak yechim yagonadir.
Har bir a; koeffitsientni topish Kramer qoidasi bo’yicha quyidagicha
aniglanadi[4]:

ap = detV , =ul,4..,n
Bu yerda V,, — V matritsaning k + 1 ustuni w ustuni bilan almashtirilgan

matritsadir.
b) G,(z) koeffitsientlarni topish (bg, by, b3, ...)
Go(z) ni aniglash uchun avval v; giymatlarni hisoblaymiz:
0, = f(z) - 76 (z) =v, —Zw;, j=1,.,n+1
Endi by, b4, ..., b, koeffitsientlari uchun tenglamalar a; uchun bo’lgan
tenglamalar bilan bir xil tuzilishga ega, fagat W ni o’rniga @' ustuni ishlatiladi.
Vb=

b, v’
b=<5> va v'=< : )
by Vn41

a banddagi kabi har bir b, koeffitsient uchun :

_ detVy

k7 detv”

tenglik o’rinli . Bunda V; —V matrirsaning k + 1 — ustuni V' ustuni bilan
almashtirilgan matritsadir. Yuqoridagi koeffitsientlar aniqlangandan so’ng , yakuniy

yagona yechim:
n n
f(z) = z‘<z akzk> + (Z bkzk>
k k=0

=0

Bu yerda:

k=20,..n

Bu yerda a, vz b, koeffitsientlar yuqoridagi n + 1 tartibli Vandermonde
sistemalari orgali yagona tarzda aniglanadi.

Eslatma: Bu formula n = 1 (chizigli) n = 2(kvadrat) va yuqori darajalar uchun
umumiy bo’lib har bir holatda fagat mos tartibli matritsa ustunlari (masalan n = 2 da
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3 ta ustun ) yechiladi. Quyida biz kvadrat ko’phadli bianalitik interpolyatsiya va uning
umumiy yechimini ko’rib chigamiz. Xususiy hol uchun: Funksiyaning umumiy
ko’rinishi : f(z) = Z- G,(2) + Gy(2). Interpolyatsiya nugtalari z, , z, va z; bo’lganda
analitik gismlar G;(2) va G,(z) quyidagicha aniglanadi:
G,(z) = a,z*> + a;z + a,
{Go(z) = b,z? + b,z + b,
Berilgan nugtalardagi giymatlar z, nuqtalar uchun :
G1(z) = fz(zi) = wi 5 f(z) = vy
Yechimlarni quyidagicha izlaymiz:
1-qadam: G, (z) analitik gismni tiklash (Matritsaviy yechim) :
G,(z) uchun shart: G;(z;) = wy (3 ta tenglama)
a,z? + a,z; + ag = wy
a,Z2 + 12, + ag = Wy
ayz2 + a;z; + ag = wy
Bu ay , a; va a, nomalumlar uchun chizigli tenglamalar sistemasidir. Uning

matritsa ko’rinishi:
zi z; 1\ sa, wy
z5 Zp 1 <a1> = <W2>
z2 z3 1) \%o W3

Bu matritsa Vandermonde matritsasining transpozitsiyasi bo’lib z; , z, , z3 har xil
bo’lgani uchun determinanti detV # 0 bo’ladi. Shuning uchun yechim yagona va
Kramer usuli orgali topiladi[4]. G;(z) uchun koeffitsient formulalari:

detV, detV; detV,
DTGt T T ety T T Getv
Bu yerda V matritsasi:

wN b P

z2 z; 1
V=|2z¢ 2z, 1
zz z3 1
W1
va V}, esa V matritsaning k —ustuni <W2> ustuni bilan almashtirilgan
W3

matritsadir.

2-qadam: G, (z) koeffitsientlarni topish:

Go(2) uchunshart: Gy(z,) = f(zx) — Z,G,(z;). Yugoridagi ma’lumotlar
asosida G,(z) uchun yangi giymatlar v, = v, — Zwy , k =1,2,3

Shunday qilib G, (z) koeffitsientlari b, , b; , b, ham yuqoridagi Vandermonde
matritsasiga o’xshashlik orqgali topiladi:
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b,z? + byz, + by = v;’

byz%? + bz, + by = v’

b,z5 + byz3 + by = v3'
Go(z) uchun koeffitsientlarni topish formulalari:

detV,’ det 1}’ detV,’
0= detV ;b= detV » b = detV
vy
bu yerda V,," esa V matritsaning k —ustuni [ v," | ustuni bilan almashtirilgan
v’

matritsadir.

Umumiy yakuniy yagona yechim: Kvadrat ko’phadli bianalitik funksiyaning

umumiy yagona ko’rinishi f(z) = Z- G;(z) + G,(z) bo’lib , bu yerda G,(z) va
G, (2) yugoridagi Vandermonde sistemalari orgali z; , wy, , vy, ma’lumotlariga bog’liq
bo’lgan a; , b, koeffitsientlari bilan aniglanadi.

1-Misol: Quyidagi uchta nuqtada berilgan giymatlar asosida kvadrat
ko’phadli bianalitik interpolyatsiya funksiyasini tuzing:
z1=0, z,=1, z3=2
Gi(zx))=wr: wy=1 w,=2, wy=5
fzy))=ve: vi=1,v,=3, v3=7
Yechish: 1-qadam: Yugorida berilgan nugtalarga garab Vandermonde
matritsasini tuzib olamiz:

0 0 1 az 1
V=11 1 1|, A=|la |, W=|2
4 2 1 Ao 5

0 0 1
detV=|1 1 1|=-2
4 2 1
a, uchun :
(1 0 1) 1 0 1 detV, -2
V,=(2 1 1), detV, =12 1 1|=-2,a,= =—=1
5 2 1 5 2 1 detV -2
a, uchun:
(0 1 1) 01 1 detV, 0
V=11 2 1), detVy=|1 2 1[{=0,a, = =—=0
4 5 1 4 5 1 detV -2
a, uchun :
(0 0 1) 0 0 1 detV, -2
V0= 1 1 2 ) detV(): 1 1 2 =_2,a0= =—=1
4 2 5 4 2 5 detV’ -2

Bu tengliklardan G, (z) = z? + 1 ekanligini topamiz.
2-gadam: G, (z) ni Kramer usulida quyidagicha aniglaymiz:
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vi=1, v;=1, vy =-3
Asosiy matritsa ushbu holatda ham yuqoridagi asosiy matritsa bilan bir xil:

0 0 1
V=11 1 1
4 2 1

b, uchun:

(1 0 1) 1 0 1 detv! 4
=1 1 1) ,detvy=|1 1 1|=4,b,= R
3 2 1 3 2 1 detV. -2

b, uchun:

(0 1 1) 0 1 1 detV! 4
vi=[(1 1 1),detwy=|1 1 1|=-4,p, = L
4 -3 1 4 -3 1 detV -2

b, uchun:
<0 0 1) 00 1 detV, -2
vi=(11 1]),detvi=1 1 1|=-2,b,= =21
4 2 -3 4 2 -3 detV -2

Bu tengliklardan Go(z) = —2z% + 2z + 1 ekanligini topamiz.

Go(z) va G,(z) funksiyalarni f(z) = z- G,(2) + Gy(z) formulaga qo’yadigan
bo’lsak , yakuniy yagona kvadrat ko’phadli bianalitik funksiya quyidagi ko’rinishga
ega bo’ladi:

f(2)=z-(z>+1)+(—2z2+2z+1)

Xulosa: Mazkur ishda analitik gismlari n —darajali ko’phadlardan tashkil topgan
bianalitik funksiyaning yagona ko’rinishi va xususiy holda kvadrat ko phadli bianalitik
interpolyatsiya masalasi o’rganildi va berilgan uchta nuqta asosida bianalitik
funksiyani tiklash usuli ishlab chiqildi. Bianalitik funksiyaning umumiy ko’rinishi
f(z) = Z2G,(z) + Gy(2) orqali ifodalanib uning analitik gismlari alohida-alohida
aniqlanishi ko’rsatildi. Ish jarayonida G, (z) va G, (z) funksiyalarning koeffitsientlarini
topish uchun Vandermonde tipidagi matritsaga asoslangan chizigli tenglamalar
sistemasi tuzildi va u Kramer usulida yechildi. Natijada berilgan shartlarni
ganoatlantiruvchi yagona bianalitik interpolyatsiya funksiyasi mavjudligi va anigligi
isbotlab berildi. Shuningdek , keltirilgan misol orgali nazariy natijalar amaliy jihatdan
tasdiglandi. Bir so’z bilan aytganda ushbu ishda kvadrat hol uchun bianalitik
interpolyatsiya masalasining konstruktiv yechimi taklif etildi.
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