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Annotatsiya. Mazkur magolada birinchi tartibli oddiy differensial tenglama
uchun qo‘yilgan Koshi masalasining yechimi mavjudligini isbotlash masalasi tahlil
gilinadi. Tadgigotda Koshi masalasi integral tenglamaga keltiriladi va Pikar ketma-ket
yaqginlashishlari usuli orgali yechimning mavjudligi asoslanadi. Shuningdek,
yechimning berilgan to‘rtburchakli sohada aniqlanishi, funksiyaning uzluksizligi,
chegaralanganligi va Lipshits sharti kabi yetarli shartlarning matematik mazmuni ochib
beriladi. Maqolada nazariy isbot amaliy misol bilan mustahkamlanib, Lipshits sharti
bajarilmagan holatda yechimning yagonaligi buzilishi mumkinligi ham ko‘rsatib
o‘tiladi.

Kalit so‘zlar: Koshi masalasi, oddiy differensial tenglama, Pikar usuli, ketma-ket
yaginlashishlar, mavjudlik teoremasi, Lipshits sharti, integral tenglama.

AHHOTamuA. B paHHOM cTaThe paccMaTpuBaeTCs 3ajada J10Ka3aTelibCTBa
CymcCTBOBaHUA PCIICHUA 3aJa4r Komm JJIs1 OOBIKHOBEHHOI'O )II/I(i)(l)epeHIII/IaJIBHOFO
ypaBHEHHsI NEPBOro mnopsaka. 3amada Komu NOpuBOAUTCA K HSKBUBAJIEHTHOMY
HHTCIPpAJIbHOMY YPABHCHHIO, ITIOCJIC YCT'O CYIICCTBOBAHUC PCIICHUA 000CHOBEIBaETCS
METOIOM TocieaoBaTeNbHbIX Mpubmkenuil [lukapa. Ocoboe BHUMaHUE yIeseTcs
YCIIOBUSIM HETIPEPHIBHOCTH, OTPAHUYEHHOCTH (GYHKIMM U ycioBuio Jlummmiia.
TeopeTquCKHe IMOJIOKCHUA ITOATBCPIKAAIOTCSA MPAKTHYCCKHM IIPHMCPOM, a TAKIKC
aHAJIM3HUPYETCs Clydail, KOrja HapylleHHWe yCiaoBus JIunmuia npuBOOUT K IOTEPE
CANMHCTBCHHOCTH PCIICHUA.

KiarwueBbie ciaoBa: 3amadya Komm, 00bIkHOBEHHOE auddepeHnnaibHOe
ypaBHeHue, Meton I[lukapa, mociemoBaTeNnbHbIE MPUONMKEHUSA, TeopeMa
CymcCTBOBaHUsA, YCIIOBUC Hnnmnua, HHTCIpaJIbHOC YPaBHCHHC.

Abstract. This article studies the proof of existence of a solution to the Cauchy
problem for a first-order ordinary differential equation. The Cauchy problem is
transformed into an equivalent integral equation, and the existence of a solution is
justified by Picard’s method of successive approximations. Particular attention is paid
to the continuity and boundedness of the function, as well as the Lipschitz condition.
The theoretical proof is supported by a practical example, and a case where the
violation of the Lipschitz condition leads to non-uniqueness of solutions is also
discussed.
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successive approximations, existence theorem, Lipschitz condition, integral equation.

Kirish

Oddiy differensial tenglamalar nazariyasi matematikaning muhim bo‘limlaridan
biri bo‘lib, u tabily fanlar, texnika, iqtisodiyot va biologik jarayonlarni
modellashtirishda keng qo‘llaniladi. Dinamik jarayonlarni matematik ifodalashda
ko‘pincha noma’lum funksiya va uning hosilasi orasidagi bog‘lanish beriladi. Bunday
holatda masalaning to‘liq aniglanishi uchun faqat differensial tenglamaning o°zi yetarli
bo‘lmaydi, balki boshlang‘ich shart ham berilishi zarur.

Differensial tenglama va boshlang‘ich shartdan iborat masala matematik
adabiyotlarda Koshi masalasi deb yuritiladi. Koshi masalasining eng muhim jihati
shundaki, u berilgan boshlang‘ich holatdan keyingi jarayonning qanday rivojlanishini
aniglashga imkon beradi. Shu sababli, bunday masalalar uchun eng avvalo quyidagi
savollarga javob berish talab qilinadi: yechim mavjudmi? Agar mavjud bo‘lsa, u
yagona bo‘ladimi? Yechim qaysi oraliqda aniglanadi?

Mazkur magolada birinchi tartibli oddiy differensial tenglama uchun Koshi
masalasi garaladi va uning yechimi mavjudligi Pikar ketma-ket yaginlashishlari usuli
yordamida isbotlanadi.

Masalaning qo‘yilishi
Quyidagi birinchi tartibli oddiy differensial tenglama berilgan bo‘lsin:
d
D=t (x,y). (1)

Bu tenglamaga quyidagi boshlang‘ich shart qo‘yiladi:

y(x0) = 0. (2)

(1) va (2) munosabatlar birgalikda Koshi masalasini tashkil giladi:

dy B
dr f(x,y), (3)
y(zo) = o

Bu yerda x,— boshlang‘ich nuqta, y,— noma’lum funksiyaning shu nuqtadagi
giymati, f(x, y)esa berilgan funksiya hisoblanadi.

Koshi masalasini tekshirish uchun quyidagi to‘rtburchakli sohani kiritamiz:

D={(x,y) €ER2:|x—x01|<a, |y—y0I<b}. (4)

Faraz qilamizki, f(x,y)funksiya Dsohada uzluksiz bo‘lsin. Dyopiq va
chegaralangan soha bo‘lgani uchun f(x, y)bu sohada chegaralangan bo‘ladi. Demak,
shunday M > 0son mavjudki,

lfey)IsM,  (x,y) €D. ()
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Yechim grafigi Dsoha ichidan chiqgib ketmasligi uchun hsonini quyidagicha
tanlaymiz:

o b
h=min (a, E) (6)
Natijada yechim quyidagi oraligda izlanadi:
[ = [x0 — h, x0 + h]. (7)

Lipshits sharti va uning ahamiyati

Koshi masalasida yechimning mavjudligi uchun funksiyaning uzluksizligi yetarli
bo‘lishi mumkin. Biroq yechimning yagonaligini ta’minlash uchun odatda kuchliroq
shart — Lipshits sharti talab gilinadi.

Ta’rif. Agar Dsohada ixtiyoriy ( x,y;)va (X, y,) nugtalar uchun shunday L >
0 son mavjud bo‘lib,

| fCo,yD) = f(x,y2) ISL |yl —y2| (8)

tengsizlik bajarilsa, u holda f(x,y) funksiya yo‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits
shartini ganoatlantiradi deyiladi.

Bu shartning mazmuni shundan iboratki, f(x,y) unksiya ybo‘yicha haddan
tashqari tez o‘zgarmaydi. Boshqgacha aytganda, yqiymatidagi kichik o‘zgarish f(x, y)
gqiymatida ham nazorat qilinadigan o‘zgarish keltirib chiqaradi.

Koshi masalasini integral tenglamaga keltirish
(1) tenglamani xydan x gacha integrallaymiz:

/dydt /fty ) dt.

Bundan
o)~ ylan) = [ F(ty(0) e
o
Boshlang‘ich shart y(xo0)=yo ekanligini hisobga olsak,
y(@) =y + [ f(tyd))dt (9)
Zo

Demak, Koshi masalasining yechimini topish differensial tenglamani yechishdan
ekvivalent integral tenglamani yechishga Kkeltiriladi. Endi masalaning yechimi
mavjudligini aynan (9) integral tenglama orgali isbotlash mumkin.

Pikar ketma-ket yaqinlashishlari

Pikar usulining asosiy g‘oyasi noma’lum y(x) funksiyani ketma-ket

yaginlashuvchi funksiyalar orgali qurishdan iborat. Dastlab

Yo(z) = yo (10)
deb olinadi. Keyingi hadlar quyidagi rekkurent formula bilan aniglanadi:

mer@) =0 [ S@)d, n=0,12,. (1)
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Natijada quyidagi funksional ketma-ketlik hosil bo‘ladi:
yO('r)a yl(w)a QQ(CL’), REE yn(ﬁ':), s

Agar ushbu ketma-ketlik biror y(x) funksiyaga tekis yaqginlashsa, u holda limit
funksiya (9) integral tenglamani qanoatlantiradi. Shu orgali Koshi masalasining
yechimi mavjudligi isbotlanadi.

Yechim mavjudligi teoremasi

Teorema. Agar f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz va chegaralangan bo‘lsa hamda

y bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirsa, u holda Koshi masalasi

dy :
@ - (237 y):
y(o) = Yo

kamida [xo-h,\ xo:h] oraligda yechimga ega bo‘ladi. Agar Lipshits sharti ham
bajarilsa, bu yechim yagona bo‘ladi.

Isbot. Avvalo, Pikar ketma-ketligi quyidagicha aniglanadi:

w(x) = o,

yi(x) = yo + /lf(t, yo(t)) dt,
y2(T) = yo + /L [ty (t)) dt,

umumiy holda esa
Yurr(2) = o + / F(t,yalt)) dt. (12)

Birinchi navbatda, barcha y,(x) funksiyalar I oraligda aniglangan va uzluksiz
ckanligini ko‘rsatamiz. f(x,y) uzluksiz bo‘lgani sababli, har bir y.(x) uzluksiz
funksiyadir.

Endi yu(x) funksiyalarning D soha ichida qolishini tekshiramiz. (5) ga asosan:

et (2) — 90| = / £t yalt)) dt| < / £t (D)) dt.
Bundan
i () — ol < Mz — o). (13)

Agar [x—Xo|< h bo‘lsa, (6) ga ko‘ra

M|z — xo| < Mh <b.

Demak,

|Un+1(x) — yol < 0.

Bu esa barcha y,(x) funksiyalar grafigi D soha ichida golishini bildiradi.

Endi ketma-ketlikning yaginlashishini isbotlaymiz. Buning uchun quyidagi
ayirmalarni baholaymiz:
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(o) = (o) = | [ Fton(®)de| < 2le =l (10

Ikkinchi ayirma uchun Lipshits shartidan foydalanamiz:

Iwwﬁ—m@N=‘f%ﬂtMWW—ﬂammﬂﬁ«

o

Lipshits shartiga ko‘ra:
y2(2) — ()| < L [ |yi(t) — wo(t)] dt.

Zo

(14) baholashdan foydalanib,
[ya(z) — i (2)] < L/ M|t — x| dt.
Zo

Demak,
ML|x — x|?
el - (@) < THTRE )

Xuddi shu tarzda induksiya orgali quyidagi umumiy bahoga ega bo‘lamiz:
ML"x — ao|""!

Agar [x—Xo|< h bo‘lsa, u holda
ML
|yn+l(1’) - y-n(flf)‘ < m (17)

Quyidagi sonli gatorni garaymiz:
i MIL" h7L+1

(n+ 1)
Bu qator eksponensial gator bilan bog‘liq bo‘lib, yaqinlashuvchidir. Haqgiqatan

ham,
i A{thn—l—l B % o0 (Lh)n—H B M( h

(18)

(n+1)! L — (n+1)! L

Demak, (18) qator yaqinlashadi. Veyershtrass alomatiga ko‘ra, funksional qator

—1). (19)

yo(z) + D (@) — yu(@)] (20)
n=0

| oraligda tekis yaginlashadi. Shunday qilib,

y(z) = lim y,(z) (21)

mavjud bo‘ladi va y(x) uzluksiz funksiyadir.
Endi y(x) funksiyaning (9) integral tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz.
(12) formulada n—oo limitga o‘tamiz:
yn+1($) = Yo + f(ta yﬁ(t)) dt.
iy}
Tekis yaqginlashish va f funksiyaning uzluksizligidan

ft,yn(t)) = F(t,y(8))
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kelib chiqgadi. Shuning uchun integral ostida limitga o‘tish mumkin:
y(@) =yo+ [ flty(t))dL, (22)
o

Bu esa y(x) funksiya integral tenglama yechimi ekanligini bildiradi.

(22) tenglikdan x=xo bo‘lganda

y(xo) = wo

kelib chigadi. Bundan tashqari, (22) tenglikni differensiallasak,

y(2) = f(z.y(x)).

Demak, y(x) funksiya Koshi masalasining yechimidir. Shu bilan yechimning
mavjudligi isbotlandi.

Yechimning yagonaligi hagida

Magqolaning asosiy magsadi yechim mavjudligini isbotlash bo‘lsa-da, Lipshits
sharti mavjud bo‘lgan holatda yechimning yagona bo‘lishi ham muhim natija
hisoblanadi.

Faraz qilaylik, y(x) va z(x) funksiyalar Koshi masalasining ikkita yechimi bo‘lIsin.
U holda

mm:m+[ﬁmmmﬁ,
z(x) =yo+ fo(t, z(t)) dt.

Ayiramiz: i
mm—wuyzlﬁﬂamm—f@w@nﬁ
Modul olsak, .
Imm—zwﬂslﬁﬂtmm—fﬁﬂmwﬁ
Lipshits shartidan:

|mm—wwn§LLﬂmw—dmw. (23)

Gronuoll-Bellman tengsizligiga ko‘ra, agar uzluksiz va nomanfiy funksiya
o‘zining integraliga shu ko‘rinishda bog‘langan bo‘lsa, u holda

ly(z) — 2(z)| = 0.

Demak,

y(z) = z(x).

Bu esa yechimning yagonaligini ko‘rsatadi.

Amaliy misol

Quyidagi Koshi masalasini gqaraymiz:

dy

o = 2zy, y(0) = 1. (24)

Bu yerda
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fz,y) = 2zy.

Funksiya butun R? tekislikda uzluksiz. Endi Lipshits shartini tekshiramiz:

[z, 1) = f(z,92)] = 2291 — 22ys| = 2[a||y1 — ol

Agar [x|< a bo‘lgan chegaralangan sohada qaralsa, u holda

|f(zy) — fla. )| < 2aly — .

Demak, Lipshits o‘zgarmasi

L =2a

bo‘ladi. Shunday qilib, teorema shartlari bajariladi va Koshi masalasi yagona
yechimga ega.

Endi Pikar ketma-ketligini tuzamiz. Boshlang‘ich yaqinlashish:

yo(z) = L.

Birinchi yaginlashish:

yi(z) = 1+/ 2t - 1dt = 1+ 2%

0
Ikkinchi yaqginlashish:

r 4
y2(£)=1+/ (1 +t3)dt = 1 4+ 2° +
0

o
5
Uchinchi yaginlashish:

ys(x) = 1+[;

Umumiy holda:

&€

: t4 $4 5136
U(1+2+—|dt=1+2>+=" + .
( + 17+ 2) +x +2. +3!

) 3;,4 [L’ﬁ :L.Qn
yo(x)=1+x tortgt (25)
Limitga o‘tsak:

. > ﬂ?gk .2
y(w) = lim gy (e) = ; T = (26)
Demak, Koshi masalasining yechimi

.2

y=e'
ko‘rinishida bo‘ladi. Hagigatan ham,
y = 2ze"
2wy = 2re” .
Shuningdek,
y(0) =e" = 1.

Demak, topilgan funksiya berilgan Koshi masalasini ganoatlantiradi.
Lipshits sharti bajarilmagan holat
Yechim mavjudligi va yagonaligi masalasida Lipshits shartining ahamiyatini
ko‘rsatish uchun quyidagi Koshi masalasini qaraymiz:

— = 3y””, y(0) = 0. (27)
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Bu yerda

f(w,y) = 3y
Funksiya y=0 nuqta atrofida uzluksiz. Biroq uning y bo‘yicha hosilasi
o (25)
ko‘rinishga ega bo‘lib, y— 0 da cheksizlikka intiladi. Demak, y=0 atrofida
Lipshits sharti bajarilmaydi.
Bu masala kamida ikkita yechimga ega:

yi1(z) =0,

va

yo(x) = 2.

Hagigatan,

yy () = 3%,

3(y2)2/3 _ 3(1_3)2/3 _ 33:2'
Shuningdek,

yQ(O) = 0.

Demak, yi(x)=0 ham, y2(x)=x? ham berilgan Koshi masalasining yechimidir. Bu
misol shuni ko‘rsatadiki, funksiyaning uzluksizligi yechim mavjudligi uchun muhim
bo‘lsa-da, yagonalikni ta’minlash uchun Lipshits sharti alohida ahamiyatga ega.

Xulosa

Koshi masalasi differensial tenglamalar nazariyasida markaziy o‘rin tutadi.
Chunki ko‘plab tabiiy va amaliy jarayonlar aynan boshlang‘ich shartli differensial
tenglamalar orgali ifodalanadi. Maqolada birinchi tartibli oddiy differensial tenglama
uchun Koshi masalasi garalib, uning yechimi mavjudligi Pikar ketma-ket
yaqinlashishlari usuli orgali isbotlandi.

Tahlil shuni ko‘rsatadiki, f(x,y) funksiyaning berilgan sohada uzluksiz va
chegaralangan bo‘lishi yechimning lokal mavjudligini asoslashda muhim rol o‘ynaydi.
Lipshits sharti esa nafagat Pikar ketma-ketligining nazoratli yaginlashishini
ta’minlaydi, balki yechimning yagona bo‘lishi uchun ham yetarli shart vazifasini
bajaradi.

Pikar usuli orgali qurilgan

%mm=m+[7w%wMt

ketma-ketlikning tekis yaginlashishi natijasida limit funksiya hosil gilinadi.
Ushbu limit funksiya integral tenglamani, demak, boshlang‘ich Koshi masalasini
ganoatlantiradi. Shu bois Pikar ketma-ket yaginlashishlari usuli Koshi masalasi
yechimi mavjudligini isbotlashda eng qulay va konstruktiv usullardan biri hisoblanadi.
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