g ’,é ObPA30OBAHHE HAYKA U HHHOBAIIHOHHBIE H/IEH B MHPE I b\ l
2181-

EVKLID FAZOLARINING XARAKTERISTIK XOSSALARINI O’RGANISH.

Saidov Asgar Hayitnazarovich
Buxoro davlat texnika universiteti akademik litseyi
Matematika fani o’qituvchisi

Annotatsiya. Ushbu maqgolada Evklid fazosining xarakteristik xossalari hagida
tushunchalar, ta’rif, teoremalar keltirilgan bo’lib, uning matematika fanidagi
ahamiyati yoritib berilgan.

Kalit so’zlar. Evklid fazosi, to’la Evklid fazosi.

Annotation. The article on the characteristics of Euclidean space in Uch
contains concepts, definitions, and theorems, highlighting its importance in
mathematics.

Keywords. Euclidean space, complete Euclidean space.

Avvalo Evklid fazosi hagida gisgacha tushuncha beraylik. Chizigli fazolardan
norma kiritishning sinalgan usullaridan biri unda skalyar ko paytma Kiritishdir.
1-ta'rif. Skalyar ko paytma Kiritilgan chizigli fazo Evklid fazosi deyiladi va x,y
elementlarning skalyar ko paytmasi (x,y) orgali belgilanadi.
2-ta'rif. Bizda hagiqiy chiziqgli fazo berilgan bo'lsin. Agar L*L dekart ko  paytmada
aniglangan P funksional quyidagi to'rtta shartni ganoatlantirsa, unda skalyar
ko paytma deyiladi:

1) p(xy)=0 WvxeL p(x,y)=0<x=0

2) p(x,y)=p(y.x) Xyel

3)p(ex,y)=a-p(x,y) VaeR vx,yel

4) p(atx2,y)=p(X1,y)+p(X2y) VX, X,y el
Evklid fazosida x elementning normasi

X = Vx.%)

formula orqali aniglanadi, bu funksional norma aksiomalarni ganoatlantiradi. Skalyar

ko paytmaning 1-4 shartlarining shartlaridan normaning 1-2 shartlari bevosita kelib
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chigadi. Uchburchak aksiomasinng bajarilishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb

ataluvchi

0y <[]

tengsizligidan kelib chigadi.
Endi bu tengsizlikni ya'ni, Koshi- Bunyakovskiy tengsizligini isbotlaymiz. 1 e R
ning barcha giymatlarida nomanfiy bo"lgan kvadrat uchhadni garaymiz:

D(2) = (Ax+ y, A+ y) = 22(x, %)+ 24(x, y) + (y, y) = 22[X| + 22(%, y) + |y|

bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas ya ni,

D = 4[(x, y)I? —4x|*|lyll” =0
bundan

[C VF = IXIPlIvl®  yamni |G y) = x| =] vl

Endi |x|=+/[(x,x) norma uchun uchburchak aksiomasining bajarilishini ko rsatamiz;

[x+ v = O+ yoxe+ y) = () + 20 y)+ (v y) < X+ 2% -yl + Iy = (] + vl
bundan |x+y|<|x|+]y| tengsizlik kelib chigadi.

Shuni ta'kidlaymizki, Evklid fazosida yig indi, songa ko paytirish va skalyar
ko paytma amallari uzluksizdir, ya'ni agar x, -»x vy, —y (norma bo'yicha
yaginlashish ma'nosida ) o, — « (sonli ketma-ketlik sifatida) bo’lsa u holda
X, +Y, >X+Y a X, —>ax (x,y,)—>(xY)

Bu tasdiglarning isboti quyidagicha :

100 ¥ )= 06 Y] =100 ¥ )= (v, )+ (%, ¥, )= 06 y) <%, = X) v+ v, = Y <%, = X] - Jya ]+
X[y, =¥[ >0 n—> oo

Evklid fazolarida nafagat vektorning normasining (ya ni uzunligining ), balki vektorlar

orasidagi burchak tushunchasini ham kiritish mumkin. Noldan fargli x va y vektorlar

orasidagi ¢ burchakning kosinusi:

CoSp = (xy)
X[y
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formula bilan aniglanadi. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra uning o'ng tomoni
moduli boyicha birdan oshmaydi va demak, formula hagigatdan ham nolmas x va y

vektorlar orasidagi ¢ 0< ¢ < burchakni bir giymatli aniglaydi.

Agar (x,y)=0 bo'lsa, u holda x vay vektorlar ortogonal deyiladi.

3-ta'rif. Agar ixtiyoriy « = da (x,,x,)=0 bo’lsa u holda nolmas {x,} vektorlar

a

sistemasiga ortogonal sistema deyiladi. Agar bu holda har bir elementning normasi
birga teng bo’lsa {x,} ortogonal normalangan sistema, gisqacha ortonormal sistema
deyiladi.

Agar {x,} vektorlar orthogonal sistemani tashkil gilsa u holda {x,} chizigli
bog lanmagan bo’ladi. Hagigatdan ham
a X, + X, +onta X, =0 bo’lsin. bu tenglikning ikkala gismini x; ga skalyar
ko paytirib quyidagiga ega bo lamiz:
(X, 0% + 0%, + o+, X, )= a; (X, %, ) =0
(x,, %)= 0 bo’lgani uchun barcha ic{L2,.....,n} larda «;, =0 bo’ladi.
4-ta'rif. Agar {x,} sistemaning o’zida saglovchi minimal yopiq gism fazo E fazoning
0°ziga teng bo’lsa u holda {x,} sistema tola deyiladi.

5- ta'rif. Agar {x,} ortonormal sistema to’la bo’lsa u holda bu sistema E fazodagi

ortonormal (orthogonal normalangan ) bazis deyiladi.

Ravshanki, agar {x,} ortogonal sistema bo'lsa u holda

P,

Ortonormal sistema bo ladi.

6-ta'rif. Agar E Evklid fazosining hamma yerida zich bo"lgan sanogli to plam mavjud
bo'lsa E separabel Evklid fazosi deyiladi.

Yugorida keltirilgan R", 5, C;[a,b] va L;[a,b] fazolar separabel evklid fazolarga misol
bo’ladi. Har ganday separabel evklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema ko pi
bilan sanoglidir.

1-teorema (Ortogonallash jarayoni) Bizda E evklid fazosida chizigli bo’Imagan
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f1,fo .....fn ,.....clementlar sistemasi berilgan bo’lIsin, u holda E evklid fazosida quyidagi

shartlarni ganotlantiruvchi :
®,,D,,..,D0,
sistema mavjud:

1) ®,,®,,.,®, ortonormal sistema

n

2) har bir @ element fy,f,,.....f1 , .....elementlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat

ya ni,

@, =amfitanh+....tamfh,  an>0
3) har bir f, element Fi=h @, +b ,®, +..+b @, bnn=>0 ko rinishida tasvirlanadi.
4) ®,,@,,..,®, sistemaning har bir elementi 1-3 shartlar bilan bir giymatli aniglanadi.
Isbot. @, element a;f; korinishda izlanadi va ai;

(@,,@,)=a2(f,, f,)=1 shartdan aniglanadi. Bu yerdan

a, = ! = ! >0
R CGEANIA

Ko'rinib turibdiki, @, bir giymatli aniglanadi. Faraz gilaylik, 1-3 shartlarni
ganoatlantiruvchi @, elementlar qurilgan bo’lsin.

Ushbu

w, =1 —(f,®) 0 —(f,0,) 0, —.-(f 0 ),

elementlarni kiritamiz. Ko'rinib turibdiki, agar ke {L2,..,n-1} bo’lsa, (v, ,®, )=0

bo'ladi. (¢,,w,)=0 tenglik fi,f,....fn... sistemaning chizigli erkli ekanligga zid

shuning uchun (¢,.w,)>0. Endi ® =—%" deymiz. v, vektorning

\/(l//n’l//n)

qurilishiga ko'ra u fy,f,,...,/qh... vektorning chizigli kombinatsiyasi va demak, @,

ham ularning chizigli kombinatsiyalari ya ni

CDn :an1f1+an2f2+ cees +annfn

bu yerda

8y =———>0

" Jw.w,)

—
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bundan tashqari (®,,®,)=0 (®,,®,)=1 (k<n) va ®,=amfi+amf+.... +annfn

by =2t = /(. v, ) >0

yani, ®_ teorema shartlarini ganoatlantiradi. fi,f,.....fn ,..... sistemadan  1-3
shartlarni ganoatlantiruvchi @, ®,,...,® va sistemaga o'tish ortogonallashtirish
jarayoni deyiladi. Ko'rinib turibdiki, fi,f,....fn va @, ®,,.,®, sistemadan hosil
bo’lgan gism fazolari ustma-ust tushadi. Bundan kelib chigadiki, bu sistemalar bir
vaqgtda to la yoki to'la emas.

Natija. har ganday separabel evklid fazosida sanogli ortonormal bazis mavjud.

Isbot. @ -E evklid fazosining hamma yerida zich sanogli to plam bo’lsin. undan

chizigli bo’lmagan elementlarni chigarib tashlab, qolgan {f,} sistemaga

ortogonallashtirish jarayonini qo’llab ortonormal bazisni hosil gilamiz.

To'la evklid fazolari.

Riss —Fisher teoremasi.

Bizni asosan to'la evklid fazolari gizigtiradi.

Ta'rif. E evklid fazosi |x|=/(x,x) normaga nisbatan to’la bo'lsa u to'la evklid fazosi
deyiladi.

Teorema. (Riss —Fisher teoremasi.)

{®,} -E to’la evklid fazosidagi ixtiyoriy ortonormal sistema va c3,Co,....,cn Sonlar
shunday bo’Isinki icﬁ gator yaginlashsin .
=
U holda shunday f < E element mavjudki
¢ =(f.®,) k=12....n,..va Sc=(f, f)=|f|* tenglik o’rinli boladi.
=,

Isbot. E to’la evklid fazosida {f,} ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:
fn = chq)k

> ¢z qator yaginlashuvchi bo’lgani uchun ixtiyoriy £>0 son uchun shunday

n=1

n(¢)>0 mavjudki barcha n>n(s) peN larda
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foo |

n+p 'n

ZCk <g’

Tengsizlik o'rinli boladi ya'ni, {f,} fundamental ketma-ketlik E ning to"laligiga ko'ra

¢, P,y +...+C,,

n+1 n+p

{f.} ketma-ketlik biror f <E elementga yaginlashadi. Istalgan i N uchun
(f,®,)=(f,,®,)-(f - f,,®,) tenglik o’rinli, bu tenglikning 0’ng tomonidagi birinchi
goshiluvchi n>i dac; gateng ikkinchi go shiluvchi esa n— o nolga intiladi, chunki
(F = fo @ ) <[f = £ -Joif =[f ~ f.] >0 n> o0

Bu tenglikning chap tomoni n gab bog’lig emas , shuning uchun n—« da limitga

0 tsak

(f,®,)=c, aniglanishiga ko'ra f

||f—fn||2:[f—kzn_l:ckd)k,f—kzn_l:ckaj:(f,f):Zn:cf—)O n—> oo uchun

k=1

Zc=ff—||||

n=.

2-teorema. To"la separabel evklid fazosidagi {®,} ortonormal sistema to’la bo lishi
uchun E da {®,} sistemaning barcha elementlariga ortogonal bo’lgan nolmas

elementning mavjud bo Imasligi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz gilaylik {®,} to’la sistema bo’lsin u holda teorema shartiga
ko'ra u yopig ham bo'ladi. Agar f element {®,} sistemaning barcha elementlariga

orthogonal bo'lsa u holda uning barcha Fure koeffitsiyentlari nolga teng ya ni c,=0

bo’ladi. U holda Parseval tengligiga ko'ra
(f.1)=>"c?
k=1

yani f=0
Yetarliligi. Teskarisini faraz gilaylik, {®,} to'la bo’Imagan sistema bo’lsin ya'ni E da

shunday g =0 element mavjudki
(g.9)> icf bu vyerda c, =(g,®,) tenglik bajarilsin. Riss-Fisher
k=1

teoremasiga asosan shunday f < E element mavjudki
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(f,d,)—c, (f,f)=ick2

Bu holda f-g element barcha {®,} larga orthogonal boladi.

(f, f)=>_c? <(g.g) tengsizlikdan - g0 ekanligi kelib chigadi.
k=1

Evklid fazolarining xarakteristik xossalarini o’rganishda quyidagicha savolni
garaymiz. R-normalangan fazo bo’lsin, R da aniglangan fazo norma ganday
go shimcha shartlarni ganoatlantirsa, R Evklid fazosi ham boladi?

Boshgacha aytganda, ganday shartlarga norma orgali unga mos skalyar ko paytma
Kiritish mumkin.

3-teorema. R normalangan fazo evklid fazosi bo'Ishi uchun ixtiyoriy ikkita f,ge R
elementlar uchun

[ +al +[f - gl =2 + 2o

tenglik bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. f+g va f-g tomonlari f va g vektorlardan iborat parallelogram
diagonallaridir. Ko rib o'tgan tenglik evklid fazosidagi parallelogrammning ma'lum
xossalarini ifodalaydi, ya'ni parallelogram diagonallari kvadratlarining yig indisi

barcha tomonlarining kvadratlarining yig indisiga teng:

If +g||2 +| —g||2 =(f+g,f+9)+(f-g,f-g)=2-(f,f)+2-(g,9)= 2-||f||2 +2-||g||2
Yetarliligi. R normalangan fazoda normaning
|f+g|* +|f —g|" =2-|f|" +2-|g|" ayniyatdan foydalanib, R da skalyar ko'paytma
Kiritish mumkinligini ko rsatish kifoya.
Ixtiyoriy f,ge R elementlar uchun

(f.9)=3-(If + gl —[If —g|*) deymiz

Ko rsatish mumkinki agar bu tenglik bajarilsa bu tenglik yordamida aniglangan
funksional skalyar ko paytma shartlarini ganoatlantiradi.

Foydalanilgan adabiyotlar.
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