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HILBERT FAZOSIDA CHIZIQLI OPERATORLARNING TUZILISHI
VA ULARNING BARQARORLIK MEZONLARI

Hikmatova Gulhayo Rashit gizi
Navoiy davlat unversiteti

Annotatsiya: Ushbu maqgolada Gilbert fazosida chizigli chegaralangan
operatorlar nazariyasi atroflicha yoritilgan. Jumladan, operator tushunchasi,
operatorning aniglanish va giymatlar sohasi, bir jinsli operator, additiv operator,
chizigli operator hamda chegaralangan operator kabi asosiy tushunchalarga aniqlik
kiritilgan. Har bir tushunchaga oid fa7if va ularning xossalarini ifodalovchi
teoremalar keltirilgan. Shuningdek, operatorning normasi va uning asosiy
xususiyatlari tahlil gilingan. Maqolada keltirilgan misollar orgali bu turdagi
operatorlarning amaliyotdagi qo ‘llanilishi, xususan, matematik analiz va funksional
analizdagi ahamiyati ko ‘rsatib berilgan.

Kalit so“zlar: operator, operatorning aniglanish va giymatlar sohasi, bir jinsli
operator, additiv operator, chizigli operator, chegaralangan operator,
chegaralanmagan operator, operatorning normasi.

KIRISH

Matematik analizning zamonaviy tarmogqlaridan biri bo‘lgan funksional analiz
chiziqli operatorlar nazariyasini chuqur o‘rganish orqali matematik modellashtirish va
amaliy masalalarni tahlil gilishda muhim ahamiyat kasb etadi. Aynigsa, Hilbert fazosi
chiziqli operatorlarning turli turlarini — chegaralangan, o‘z-o‘ziga qo‘shma, unitar,
normal va kompakt operatorlarni — tadgiqg gilish uchun eng qulay strukturalardan
biridir.

Chizigli operatorlarning tuzilishi ularning algebraik va geometrik xossalari orgali
aniglanadi. Bunday operatorlarning asosiy fazoviy xususiyatlari — uzluksizlik,
chegaralanganlik, normalizatsiya va barqarorlik — funksional analizda
operatorlarning ishlash printsipini belgilaydi. Shu jihatdan, Hilbert fazosida
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operatorlarning bargarorlik mezonlarini aniglash ularning fizik, mexanik va texnik
tizimlardagi tatbiglarini o‘rganishda asosiy o‘rin tutadi.

Bargarorlik masalasi operator nazariyasining markaziy tushunchalaridan biri
bo‘lib, u chiziqli tizimlarning vaqt o‘tishi bilan o‘z holatini gqanday saqlab qolishini
tavsiflaydi. Masalan, differensial yoki integral tenglamalar orgali ifodalangan fizik
jarayonlarning yechimlari aynan operatorning barqarorligiga bog‘liq bo‘ladi. Shu bois
Hilbert fazosida operatorlarning tuzilishini tahlil gilish va ularning bargarorlik
mezonlarini aniglash matematik analiz, kvant mexanikasi, signallarni gayta ishlash
hamda kompyuter modellashtirish sohalarida keng tatbiq topadi.

Mazkur tadqgigotning dolzarbligi shundan iboratki, Hilbert fazosidagi chizigli
operatorlarning tuzilishini aniqglash orqgali ularning spektral, normaviy va
barqarorlik xossalarini o‘rganish imkoniyati yaratiladi. Bu esa nazariy jihatdan
operatorlar tizimini yanada chuqur tushunishga, amaliy jihatdan esa bargaror tizimlarni
loyihalashda matematik asos yaratishga xizmat qgiladi.

ADABIYOTLAR TAHLILI

Chiziqgli operatorlar nazariyasi va ularning Hilbert fazosidagi xossalari bo‘yicha
olib borilgan ilmiy izlanishlar XX asr boshlaridan boshlab faol rivojlandi. D. Gilbert,
J. fon Neyman, F. Riss, S. Banax, M. Stoun kabi olimlar funksional analizning
poydevorini yaratgan bo‘lib, aynan ular chiziqli operatorlarning chegaralanganlik va
uzluksizlik shartlarini qat’iy aniqlab berganlar.

J. fon Neyman o‘zining “Mathematical Foundations of Quantum Mechanics”
asarida Hilbert fazosida chiziqli operatorlar yordamida kvant sistemalarini ifodalashni
taklif qilgan. Uning ishi operatorlarning o‘z-o°‘ziga qo‘shmaligi va barqarorligi
orasidagi bog‘liglikni matematik jihatdan asoslab berdi. M. Stoun esa unitar
operatorlarning barqarorlik mezonlarini o‘rganib, ular orqali chiziqli tizimlarning vaqt
bo‘yicha rivojlanishini tahlil gilgan.

Keyinchalik F. Riss va B. Sz.-Nagy tomonidan chizigli operatorlarning
strukturaviy xususiyatlari, aynigsa ularning chegaralanganlik mezonlari, normaviy

xossalari hamda kompozitsiya ostida yopiq bo‘lish shartlari keng yoritilgan. Ularning
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“Functional Analysis” (1955) asari Hilbert fazosidagi operatorlar nazariyasining asosiy
manbalaridan biri hisoblanadi.

Operatorlarning bargarorligi masalasida T. Kato (1966) “Perturbation Theory for
Linear Operators” asarida operatorlar tizimining kichik o‘zgarishlarga nisbatan
sezgirligini matematik tarzda ifodalab, bargarorlikni spektral xususiyatlar bilan
bog‘ladi. N. Dunford va J. Schwartz esa “Linear Operators” nomli ko‘p jildli
asarlarida operatorlarning chegaralanganlik va normallik shartlari asosida bargaror
tizimlarni tahlil gilish usullarini ishlab chigdilar.

So‘nggi yillarda Hilbert fazosida operatorlarning barqarorlik shartlari ragamli
hisoblash va differensial operatorlarni modellashtirishda ham keng qo‘llanilmoqda.
Jumladan, A. Karimov, S. Sobirov, V. Oripov va L. Mamatov kabi o‘zbek olimlari
o°‘z tadqiqotlarida operatorlarning turg‘unlik va barqarorlik nazariyasini sonli metodlar
bilan uyg‘unlashtirish yo‘lida muhim natijalarga erishganlar.

Adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, Hilbert fazosida chiziqli operatorlarning
tuzilishini chuqur o‘rganish ularning spektral, normaviy va barqgarorlik
xususiyatlarini tahlil qilish uchun nazariy asos bo‘lib xizmat qiladi. Shu bois bu
yo‘nalishdagi tadqiqotlar nafagat matematik analizni rivojlantirish, balki uni amaliy
tizimlarga tatbiq etish nugtayi nazaridan ham dolzarbdir.

ASOSIY QISM.

Bizga Hi va H, Gilbert fazolari berilgan bo‘lsin.

Ta'rif 1. Agar H; fazoning har bir elementiga H, fazoning yagona elementi mos

qo ‘yilgan bo ‘Isa, bu moslik operator deyiladi va A: Hy — H; yoki y =
Ax ( €EH1 y € H)) kabi belgilanadi.
Umuman A operator x € H, ning hamma yerida aniglangan bo‘lishi shart
emas. Bu holda Ax mavjud va Ax € H, bo‘lgan
barcha x € Hy lar to‘plami

A operatorning aniglanish sohasi deyiladi va D(A) bilan belgilanadi, yani
(A)={ x€eH1: Ax mavjud va Ax € H2}

Biror x € (A) uchun y = Ax bajariladigany € H, lar
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to‘plami A
operatorning giymatlar sohasi yoki tasviri deyiladi va R(A) bilan belgilanadi.
(A) ={y € Hx dx € D(A), Ax =y}
Misol uchun 4: 2 — ¥2, Ax = (x1,2x2,...,nxp,...)
operatorning aniglanish sohasi butun fazoga teng emas. Chunki bu operator
1xo=(1,211,—,...,3 n..J)ed, —

vektorni Axo=(1,1,1,...,1,...) vektorga o‘tkazadi va bu vektor £, fazoning
elementi bo‘lmaydi, ya’ni xo bu operatorning aniglanish sohasiga teng emas.

Agar H1 va H2 lar chizigli fazolar bo‘lib, istalgan x € H1 va A € C uchun

(Ax) = AAx munosabat bajarilsa, A operator bir jinsli deyiladi. Agar istalgan
x,y € Hy uchun (x +y) = Ax + Ay munosabat bajarilsa, u holda A operator
additiv deyiladi.

Ta'rif 2. Bir jinsli additiv operator chizigli operator deyiladi.

Demak biror operatorni chiziglilikka tekshirish uchun uni additivlik va bir
jinslilikka tekshirish lozim. Chiziqli operatorning ta’rifiga ekvivalent quyidagi
ta’rifni ham Kkeltirib o‘tish foydadan xoli bo‘lmaydi:

Ta'rif 3. Agar ixtiyoriy ,y € H;va a,f € C lar uchun
Alax + By) = aAx + BAy

tenglik bajarilsa, u holda A operator chizigli deyiladi.

Lekin chizigli operatorning aniqlanish sohasi chiziqli ko‘pxillik bo‘lishi talab
etiladi. Operatorning aniglanish sohasi (A) deb belgilanadi. (4) deb esa A
operatorning giymatlar to‘plamini belgilaymiz:

(A) ={y € H,:3x € D(A), Ax = y}.

Misol 1. A: Ly(T%) — La(T9), (Af)(x) =] ¢ v(x —¥)f (¥)dy integral operatorni
garaymiz, bu yerda v(-) biror uzluksiz funksiya. Bu operatorning aniglanish sohasi
(A) = L,(T?). Chizigli ekanligi esa integralning chizigli ekanligidan kelib chigadi.

Chizigli operatorlar uchun chegaralanganlik  tushunchasi odatdagi

funksiyaning chegaralanganligi tushunchasidan biroz farg qgiladi.
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Faraz gilamiz,;, H, lar Hilbert fazolari bo‘lsin.

Ta'rif4. Agar A: H1 — H2 operator H1 dagi istalgan chegaralangan to ‘plamni

H, dagi chegaralangan to ‘plamga o ‘tkazsa, u chegaralangan operator deyiladi.
Demak  chegaralanmagan operator biror chegaralangan to‘plamni
chegaralanmagan to‘plamga o‘tkazadi. Chizigli operatorlar uchun chegaralanganlik
ta’rifini quyidagicha ham berish mumkin:
Ta'rif 5. H1 va H2 Hilbert fazolari va A: H1 — H2 chizigli operator
bo ‘Isin.
Agar biror M > 0 son va istalgan x € Hy uchun

Il Ax IHo<M Il x llHq

tengsizlik bajarilsa, A chegaralangan operator deyiladi. Agar istalgan M soni

uchun shunday xp € H1 element mavjud bo‘lib, |l Axpr lIHp > M ||

xM lIH1
munosabat o‘rinli bo‘lsa, A chegaralanmagan operator deyiladi.
Agar A operator chegaralanmagan bo‘lsa, uning normasi oo ga teng deb gabul
gilamiz.
Misol 3. A:Cr — Cn, Az = (21, 222, ..., nzy) operatorni garaylik.
| Az I>= Y7 k=1 kzElP <nir |zklP=n®llz 1P
munosabatga asosan || Az I<n || z ||. Demak, ta’rifga asosan A chegaralangan

operator.

Ta'rif 6. H1 va H2 Hilbert fazolari va A: H1 — H?2 chizigli operator bo ‘Isin.
Istalgan x € H1 uchun |l Ax lI[go < M |l x lg7 munosabat bajariluvchi M > 0

sonlarning aniq quyi chegarasi A operatorning normasi deyiladi va u || A || kabi
belgilanadi.

Amalda operatorning normasini topishda quyidagi teoremadan ko‘proq
foydalaniladi.

Teorema 1. A: Hi — H, chizigli operatorning normasi uchun quyidagi

tengliklar o ‘rinli:

—
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| Ax|l
1. I A T=Sup H2 ;
x#0 lxllH7
2. NI All= sup
lxllH1<1
3. A= sup
lxllH1=1
I Ax lH2 ;
I Ax llH2 .

Chizigli chegaralangan operator xossalari:
10 Agar A: H1 — H2 va B: H1 — H2 chizigli operatorlar chegaralangan
bo‘lsa, u holda ularning yig'indisi A + B operator ham chegaralangan va
1A + Bl < 1Al + 1Bl bo ‘ladi.
20 Agar A: H1 — H2 chizigli operatorlar chegaralangan bo ‘lsa, u
holda
VYa € C uchun aA operator ham chegaralangan.
30, Agar A: H1 — H2 va B: H1 — H?2 chizigli operatorlar chegaralangan
bo ‘Isa, u holda AB va BA operator ham chegaralangan va IABI <1AllBI bo ‘ladi.
Ta'rif 7. (Geyne) X va Y normalangan fazolar va A: X — Y chizigli operator
bo ‘Isin. Agar xg € X elementga intiluvchi ixtiyoriy {xn} € X ketma-ketlik uchun
{Axp} €Y ketma-ketlik Axp € Y elementga
intilsa, A operator xg nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar A operator X

fazoning har bir nugtasida uzluksiz bo ‘Isa u
butun fazoda uzluksiz deyiladi.Ma’lumki uzluksiz funksiya chegaralangan
bo‘ladi. Chizigli operatorlar uchun esa uzluksizlik va chegaralanganlik tushunchalari

ekvivalent.
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Teorema 2. H1 va H2 Hilbert fazolari va A: H1 — H?2 chiziqli operator
bo ‘Isin. Quyidagi tasdiglar ekvivalent:
1. A operator 0 nugtada uzluksiz,
2. A operator butun X fazoda uzluksiz,
3. A operator chegaralangan.
Misol 3. #,(z7) fazoda quyidagi opratorni aniglaymiz:
A: £2(79) — £2(779), (Af)(x) = &x)f(x), x € Z°, f € £2(Z%), bunda £(x) —
Z¢ da aniglangan biror funksiya. Ravshanki, A chizigli operator. Bu operatorning
aniglanish sohasi
(4) = {f € €(Z7): Zxezd € (x)l? < o}
to‘plamdir. Quyidagi teorema o‘rinli:
Teorema 3. A operatorning aniglanish sohasi butun #,(Z¢) fazoga teng
bo ‘lishi uchun bo ‘lishi zarur va yetarli.
sup€(x)| < o
xezd
Misol 4. L,(T7) fazoda aniglangan ko ‘paytirish operatorini garaymiz:
(Af)(x) = ()f (x), f € L2(T),x € T,
bunda s(x) —T“ da aniglanga biror kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya.

Ko‘rinib turibdiki, A operator chizigli. Uning aniglanish sohasi

(4) ={f € L(T):]  a le(x)f(x)PPdx < oo}.

Quyidagi to‘plamni Kiritamiz:

x€T

X(f) ={x € T |f(x)| > n}, f € L2(T9,n € I\.

Ta'rif 8. Agar biror n natural son uchun (X.(f)) = 0 bo Isa,

f € Ly(T") funksiya muhim chegaralangandeyiladi,
bu yerda  u(M)—-M
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to ‘plamning Lebeg o ‘Ichovi.
Demak, muhim chegaralanmagan f € Ly(T?) funksiya uchun barcha natural
n larda u(Xn(f)) > 0 shart bajariladi.
Xulosalar
Teorema 4. A operatorning aniglanish sohasi butun L(T“) fazoga teng
bo ‘lishi uchun &(x) funksiyaning muhim chegaralangan bo ‘lishi yetarli
va zarur.
Misol 5. L2(T?) fazoda aniglangan quyidagi operatorni garaymiz:
(AN)E) = [ a (t, 0)f (x)dx,, f € La(T),
bunda K(t,x) funksiya T¢ x T da aniglangan biror o‘lchovli kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya. Integralning chizigliligidan, bu operator chizigli. Agar
[ T, x))Pdtdx <
Td
bo‘lsa, u chegaralangan operator bo‘ladi (Fubini teoremasi). Bunday
operator
integral operator deb ataladi. (¢, x) funksiya esa uning yadrosi deyiladi.
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