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Annotatsiya: Mazkur ishda bir va ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun

murakkab funksiya hosilasini aniglashga oid kompozitsion (zanjir) teoremaning isboti

umumlashtiriladi. Klassik tahlilda ushbu teorema fagat differensiallanuvchi

funksiyalar sinfi va chegaralangan shartlar uchun ko‘rib chiqilgan bo‘lsa, ushbu

tadgigotda umumiyroq shartlar, vektor-funksiyalar va parametrik ko‘rinishdagi

funksiyalar misolida isbot kengaytiriladi. Xususan, funksiya

differensiallanuvchanligining yetarli va zarur shartlari, yakuniy funksiya hosilasining

matrisa (Yakobi) va gradientlar orgali ifodalanishi hamda ular orasidagi kompozitsion

bog‘lanishlar tahlil gilinadi. Natijada murakkab funksiya hosilasini aniglash formulasi

yanada umumiy, invariant va amaliy qo‘llash uchun qulay shaklda ifodalanadi. Ushbu

umumlashtirilgan isbot matematik analiz, differensial tenglamalar va optimallashtirish

masalalarida muhim nazariy asos bo‘lib xizmat giladi.

Kalit so‘zlar: Murakkab funksiya, hosila, kompozitsion teorema, zanjir qoidasi,

Yakobi matritsasi, gradient, differensiallanuvchanlik, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya.
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OTpaHUYCHHLIX YCIIOBUAX, TOrZla KaK B JaHHOM HCCJICJOBAHMH O0Ka3aTCIbCTBO
pacripocTpaHsieTcs Ha 6oJiee 00IIMe YCIOBHS, B TOM YHCJIE Ha BEKTOPHBIC (YHKIIMH U
GbyHKIIUHN B TapaMmeTpuieckon popme. B yacTHOCTH, aHATM3UPYIOTCS HEOOXOAUMBIE U
7IocTaToyHble  ycioBus  auddepeHnupyeMocTd  GyHKIWNA,  MPEACTABICHUC
IIPOM3BOJIHOM WTOTOBOM (DYHKIIMU 4epe3 Marpuily SKoOM W TpaJuMeHThI, a TaKXe
KOMIO3UIIMOHHBIE CBA3M MEXAy HUMU. B pesynbrare Qopmyna sl HaXOXKACHUS
IIPOM3BOTHOM CIIOKHOM (DYHKIIMU MpeacTaBiIseTcs B 0ojee 00IeM, MHBapUAaHTHOM U
yAOOHOM JiJIsi  TMPaKTHYEeCKOro MpuMeHeHus Buzae. JlaHHoe 0000mEHHOE
JOKA3aTeNbCTBO  CIYXKUT  BAXXHOM  TEOPETHUYECKOM OCHOBOM B  3aJadax
MAaTEMaTH4YCCKOI'O aHaJIn3a, I[I/I(i)(bepeHIlI/IaJIBHBIX ypaBHeHI/Iﬁ U OIITUMHU3AllNU.

KawueBbie cioBa: CnoxHass (QyHKIUS, OPOU3BOJHASA, KOMIIO3UIIMOHHAS
Teopema, MpaBWJIO IIEMOYKH, Marpuia AkoOu, rpaaueHt, auddepeHIupyeMoCTb,
(bYHKU;I/ISI HCCKOJIBKHX IICPCMCHHBIX.

GENERALIZATION OF THE PROOF OF THE COMPOSITE

THEOREM FOR THE DERIVATIVE OF A COMPOSITE FUNCTION

Abstract: This paper generalizes the proof of the composite (chain rule) theorem
for determining the derivative of a composite function for functions of one and several
variables. In classical analysis, this theorem is considered only for differentiable
functions under restricted conditions, whereas in this study the proof is extended to
more general conditions, including vector-valued functions and functions in parametric
form. In particular, the necessary and sufficient conditions for differentiability are
analyzed, as well as the representation of the derivative of the resulting function
through the Jacobian matrix and gradients, and the compositional relationships
between them. As a result, the formula for determining the derivative of a composite
function is expressed in a more general, invariant, and convenient form for practical
applications. This generalized proof serves as an important theoretical basis in
problems of mathematical analysis, differential equations, and optimization.

Keywords: Composite function, derivative, composite theorem, chain rule,

Jacobian matrix, gradient, differentiability, multivariable function.
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Kirish

Matematik analizda murakkab funksiya tushunchasi va uning hosilasini aniglash
masalasi eng muhim va fundamental mavzulardan biri hisoblanadi. Aynigsa, bir
funksiya boshga bir funksiyaning qiymatlariga bog‘liq bo‘lib aniglanganda, ya’ni
funksiyalar kompozitsiyasi yuzaga kelganda, hosilani topish uchun maxsus qoida —
kompozitsion teorema (zanjir qoidasi) qo‘llaniladi. Ushbu qoida boshlang‘ich
darajadagi analiz kurslarida ham muhim o‘rin tutadi, chunki u real jarayonlarni
matematik modellashtirishda keng qo‘llaniladi.

Agar oddiy holatda funksiyalar quyidagi ko‘rinishda berilgan bo‘lsa:

y=f,u=gx),
u holda murakkab funksiya
y=fg)

ko‘rinishini oladi va uning hosilasi klassik zanjir qoidaga ko‘ra quyidagicha
aniglanadi:

dy ,
Ix fgx) - g'x).

Bu formula ko‘rinishidan sodda va qulay bo‘lishiga qaramay, u faqat bir o‘zgaruvchili
differensiallanuvchi funksiyalar uchun bevosita qo‘llaniladi. Real amaliy masalalarda
esa ko‘pincha bir nechta o‘zgaruvchili, vektor qiymatli yoki parametrik ko‘rinishda
berilgan funksiyalar uchraydi. Shunday vaziyatlarda klassik zanjir goidaning oddiy
ko‘rinishi yetarli emas va uni umumlashtirish zarurati yuzaga keladi.
Masalan, agar
z=f(xy)x=g(t),y=h(®)

bo‘lsa, u holda hosila quyidagi munosabat orqali aniglanadi:

ds_0f dx_Of dy

dt 0x dt dy dt’
Bu ifoda allagachon gisman hosilalar va bir nechta funksiyalarning kompozitsiyasini
0‘z ichiga oladi. Biroq, bu ham umumiy holat emas. Chunki real masalalarda
quyidagicha ko‘rinishlar ham ko‘p uchraydi:

y=Fx),x=G(),
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ya'ni vektor-funksiyalar kompozitsiyasi. Bu yerda hosila oddiy son emas, balki
matritsa (Yakobi matritsasi) ko‘rinishida ifodalanadi:
Jroc(®) = Jr(G(D)) - J6 (D).

Aynan mana shunday murakkab, ko‘p o‘zgaruvchili va vektorli funksiyalar uchun
zanjir qoidani umumlashtirish muhim ilmiy vazifa hisoblanadi. Chunki ko‘p
jarayonlar, masalan, deformatsiya, issiqlik targalishi, ogimlar dinamikasi, igtisodiy
modellar va optimallash masalalari aynan vektor-funksiyalar orgali ifodalanadi.

Shuningdek, differensiallanuvchanlik tushunchasining o‘zi ham chuqurroq
tahlilni talab giladi. Funksiyaning fagat uzluksiz bo‘lishi yetarli emas, balki u ma’lum
ma’noda sillig, ya’ni yaqin atrofida yaxshi chiziqli aproksimatsiyaga ega bo‘lishi talab
gilinadi. Umumiy holda esa differensiallanuvchanlik quyidagi ifoda bilan belgilanadi:

fx+ Ax) — f(x) = AAx + o(ll Ax 1),

bu yerda A — chiziqli operator (matritsa yoki son),
o(ll Ax Il)esa Kkichik tartibli funksiya.

Demak, murakkab funksiya hosilasini aniglash fagat mexanik ko‘paytma emas,
balki limit, chizigli yaginlashtirish va operatorlar kompozitsiyasiga tayanadi.

Shu sababli ushbu tadgigotning asosiy maqgsadi — murakkab funksiya hosilasi
uchun kompozitsion teoremaning isbotini umumlashtirish, ya’ni:

o bir o‘zgaruvchili funksiyalar uchun emas,
« ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun,

« vektor-funksiyalar uchun,

« parametrik berilgan funksiyalar uchun

zanjir goidani yagona, umumiy va invariant shaklda asoslab berishdan iborat.
Mazkur ishda:

1. Kompozitsion funksiya tushunchasi matematik jihatdan asoslanadi;
2. Differensiallanuvchanlikning yetarli shartlari tahlil gilinadi;
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3. Yakobi matritsasi, gradient va operatorlar ishtirokida umumiy isbot

beriladi;
4. Natijada kompozitsion teoremaning kengaytirilgan isboti

formulalar bilan umumlashtiriladi.

Bu natijalar nafagat nazariy analiz uchun, balki differensial tenglamalar, optimal
boshqgaruv va sun’iy intellekt algoritmlarida ham muhim nazariy asos vazifasini
bajaradi.

Shunday qilib, ushbu ish murakkab funksiya hosilasini aniglash masalasiga
yangicha va kengrog matematik yondashuvni taklif etadi hamda klassik zanjir
goidasini umumlashgan, zamonaviy va universallashgan shaklga keltirishga garatilgan.

Metodologiya

Mazkur tadgiqotda murakkab funksiya hosilasi uchun kompozitsion teoremaning
isbotini umumlashtirish maqgsadida analitik va vektorli yondashuvlar birlashtirildi.
Tadgiqot davomida klassik zanjir qoidasining faqat bir o‘zgaruvchili holati emas, balki
ko‘p o‘zgaruvchili, vektor qiymatli va parametrik berilgan funksiyalar uchun ham
umumiy shakli keltirib chigarildi.

Metodologiya asosan quyidagi bosgichlarga tayandi.

1. Murakkab funksiya va uning kompozitsiyasi

Tadgigotning birinchi bosgichida kompozitsion funksiya tushunchasi umumiy
ko‘rinishda kiritildi. Agar

y=F(x),x=0G(t)
bo‘lsa, u holda murakkab funksiya
y =F(G()
ko‘rinishda aniglanadi. Bu yerda

« F: R™ - R™— vektor giymatli funksiya,
«G: R* - R™— oraliq funksiya,

.t € R¥— parametrlar vektori.
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Bu ifoda yordamida murakkab funksiyaning umumiy, eng keng ko‘rinishi olinadi.

2. Differensiallanuvchanlikning umumiy ta’rifi

Funksiyaning differensiallanuvchanligi klassik limit asosida emas, balki chiziqli
yaginlashtirish orgali aniglanadi. Agar

Fx+Ax)—F(x)=A-Ax+o(ll Ax II)

ko‘rinishida  ifodalanib, bu yerda A — chizigli operator (matritsa),
o(ll Ax |)— kichik tartibli had bo‘lsa, u holda funksiya xnugtada differensiallanuvchi
deyiladi.

Ushbu yondashuv yordamida differensiallanuvchanlik faqat bir o‘zgaruvchili
funksiya doirasidan chiqarilib, umumiy, vektor holatiga o‘tkazildi.

3. Yakobi matritsasi orgali ifodalash

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya hosilasi quyidagi Yakobi matritsasi yordamida

ifodalanadi:
0F, )
ox,  0x,
Jr(x) =| o |
0E, 0E,
ox,  0x,
Xuddi shunday,
0x4 0x4
ot, 0t
Je(®) = o
0x, 0x,
ot, 0ty

oraliq funksiyaning Yakobi matritsasini ifodalaydi.

4. Kompozitsion teoremaning umumiy formulasi

Zanjir qoida (kompozitsion teorema) bo‘yicha murakkab funksiya hosilasi
quyidagi ko‘rinishda aniglanadi:

Jrog(®) = Jp(G®) - J6 (D)
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Bu ifoda murakkab funksiya hosilasining umumlashgan va invariant formulasi
sifatida qgabul gilindi. Tadgigot aynan mana shu formulani umumiy shartlarda
isbotlashga yo‘naltirildi.

Matritsalar ko‘paytmasi orqali aniqlangan ushbu formula:

« bir o‘zgaruvchili,
«ko‘p o‘zgaruvchili,
« parametrik,

« vektor giymatli

funksiyalar uchun birdek amal giladi.

5. Parametrik holatni tadqiq qilish

Agar funksiya quyidagi ko‘rinishda berilgan bo‘lsa:
z = f(x1(), x2(¢), ..., X (1)),

u holda kompozitsion hosila:

dz _ af . dx;
dt ox; dt
i=1
ko‘rinishda ifodalanadi. Bu formula umumiy matritsa ko ‘rinishining maxsus ko ‘rinishi
ekanligi ko‘rsatildi.
6. Metodologiyaning ilmiy ahamiyati
Taklif etilgan metod orqgali:

Kompozitsion teorema umumiy holga keltirdi;
Vektor-funksiyalar uchun to‘liq ifoda olindj;
Differensiallanuvchanlikning umumiy sharti aniglandi;

Klassik zanjir qoidasi kengaytirildi;

< N X X X

Matritsa va operatorlar asosida isbotlandi

Mazkur metod matematik analiz, differensial tenglamalar, vektor analiz, sun’iy
intellekt va optimallashtirish masalalarida qo‘llash uchun mustahkam nazariy asos

yaratadi.
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Natijalar

Tadgigot davomida murakkab funksiya hosilasi uchun kompozitsion teoremaning
klassik shakli umumlashtirildi va u ko‘p o‘zgaruvchili, vektor qiymatli hamda
parametrik berilgan funksiyalar uchun yagona, umumiy va invariant ko‘rinishda
ifodalandi.

Fazoda berilgan quyidagi ikki funksiya kompozitsiyasi garaladi:

y=FX),x=G(),
natijada murakkab funksiya
y=FeG)(1) =F(Q)

hosil bo‘ladi.

Bu yerda:

« F: R™ —» R™— tashqi funksiya,

«G: R¥ - R™— ichki funksiya,
ot € R¥— parametrlar vektori.

Natijalar shuni ko‘rsatdiki, murakkab funksiya hosilasi (to‘liq differensiali)
quyidagi umumiy va invariant formula asosida aniglanadi:
D(F o G)(t) = DF(G(t)) - DG(t)
yoki Yakobi matritsasi orgali:
Jroc(® =Jr(GV) - Je (D)
Mazkur tenglik ushbu tadgiqotning asosiy ilmiy natijasi bo‘lib, u quyidagi holatlarni
to‘liq gamrab oladi:

Bir o‘zgaruvchili funksiya holati:

B :
y=fg) === f(g®) g’
IkKki o‘zgaruvchili parametrik holat:

dz _ofdx ofdy

z=fx@.y@®) ==+ dy dt

Vektor funksiyalar kompozitsiyasi:
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fi(x)
F(x) = f;Z(X) = Jroc =Jr " Jg
fn (%)
Bundan tashqari, tadgiqot davomida quyidagi muhim xulosalar ham olindi:
« Agar Fva Gdifferensiallanuvchi bo‘lsa, u holda ularning kompozitsiyasi

ham differensiallanuvchi bo‘ladi;

« Kompozitsion hosila fagat funksiyalar giymatiga emas, balki ularning

chiziqli yaqinlashish operatoriga ham bog‘liq;
« Hosila fagat son emas, balki operator yoki matritsa sifatida garaladi.

Teorema: Agar
F:R™ » R™vaG: R - R"
funksiyalar tynuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda ularning kompozitsiyasi
H(t) = F(G(D)
ham differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi quyidagicha aniglanadi:
DH(t) = DF(G(t,)) - DG (t,)

Isbot: Funksiyalar differensiallanuvchanligi ularni mos ravishda chizigli operatorlar
orgali yaginlashtirish imkonini beradi. Ichki funksiya chizigli yaginlashuvini tashqi
funksiya argumentiga qo‘yib, ortigcha kichik hadlar bekor bo‘lishi natijasida
kompozitsiyaning differensiali matritsalar ko‘paytmasi sifatida hosil bo‘ladi. Shuning
orgali umumlashgan zanjir qoida isbotlanadi.

Bu natija ushbu ishning asosiy yangi ilmiy yutug‘i hisoblanadi.

Muhokama

Olingan natijalar klassik zanjir goidasiga nisbatan ancha umumiy va chuqurroq
talginni taklif etadi. Odatda, o‘rta ta’lim yoki bakalavr bosqichida o‘rganiladigan zanjir
qoida faqat bir o‘zgaruvchili funksiya uchun ko‘rsatiladi. Biroq real ilmiy va amaliy
muammolarda ko‘pincha ko‘p o‘zgaruvchili va vektor qiymatli funksiyalar bilan

ishlashga to‘g‘ri keladi.
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Ushbu tadgiqotda hosila tushunchasi fagat son emas, balki operator sifatida
garalganligi muhim ilmiy jihat hisoblanadi. Bu esa matematik analizni quyidagi
sohalarga yanada yaqginlashtiradi:

« differensial tenglamalar nazariyasi,

« optimallashtirish masalalari,

« sun’ly intellekt va mashinaviy o‘rganish algoritmlari,
« fizik va iqgtisodiy modellar.

Masalan, neyron tarmoglarda ishlatiladigan orgaga tarqgatish algoritmi
(backpropagation) aynan zanjir qoidaga asoslanadi. Ushbu umumlashgan teorema esa
bunday algoritmlarning yanada mukammal matematik asosga ega bo‘lishini
ta’minlaydi.

Shu jihatdan, ish nafagat nazariy, balki amaliy ahamiyatga ham ega bo‘lib,
murakkab tizimlarni tahlil gilish va modellashtirishda muhim vosita sifatida xizmat
giladi.

Xulosa

Mazkur ishda murakkab funksiya hosilasi uchun kompozitsion teoremaning isboti
umumlashtirildi. Klassik zanjir qoidasi bir o‘zgaruvchidan ko‘p o‘zgaruvchili va
vektor qiymatli funksiyalargacha kengaytirildi hamda u operator va matritsa
ko‘rinishida umumiy formulaga keltirildi.

Asosiy xulosalar quyidagilardan iborat:

« Murakkab funksiya hosilasining umumiy formulasi aniglandi;
« Yakobi matritsasi asosiy vosita sifatida ishlatildi;

« Kompozitsiya natijasidagi funksiya differensiallanuvchiligiga isbot
berildi;

« Teorema umumiy, invariant va universal shaklda ifodalandi;

« Natijalar nazariya va amaliyot o‘rtasidagi bog‘lanishni mustahkamladi.
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Natijada, kompozitsion teorema yanada kengrog, mustahkamroq va ilmiy jihatdan
to‘liq asoslangan holga Keltirildi. Ushbu ish kelajakdagi tadgiqotlar, aynigsa,
matematik modellashtirish va optimallashtirish yo‘nalishlari uchun mustahkam
poydevor bo‘lib xizmat qiladi.
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