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Anotatsiya: Maqola issiqlik tenglamasini (issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi)
o‘zgaruvchilarga ajratish usuli (Furye usuli yoki separation of variables) yordamida
yechishga bag‘ishlangan. Ushbu usul bir o‘lchovli va ko‘p o‘lchovli issiqlik targalish
masalalarini, shu jumladan chegaraviy va boshlang‘ich shartlarni hisobga olgan holda,
analitik yechish imkonini beradi. Maqolada usulning nazariy asoslari, o‘zgaruvchilarni
ajratish jarayoni, oddiy differensial tenglamalarga olib kelish, eigenvalue muammolari
va umumiy yechimni superpozitsiya orgali qurish bosgichma-bosqich ko‘rib chiqiladi.
Amaliy misollar (masalan, cheklangan sterjen yoki plastina uchun) va natijalarning
fizik ma’nosi tahlil gilinadi. Ushbu yondashuv matematik fizika, muhandislik va
issiglik texnikasi sohasidagi muammolarni hal etishda muhim ahamiyatga ega.

Kalit so‘zlar: issiqlik tenglamasi, o‘zgaruvchilarni ajratish usuli, Furye
usuli,eigenvalue, issiqlik  o‘tkazuvchanlik, chegara shartlari, eigenvalue,
superpozitsiya, matematik fizika.

Abstract: The article is devoted to solving the heat equation (heat conduction
equation) using the method of separation of variables (also known as Fourier's method).
This approach allows analytical solutions for one-dimensional and multi-dimensional
heat distribution problems, taking into account boundary and initial conditions. The
paper examines the theoretical foundations of the method, the process of separating
variables, reduction to ordinary differential equations, eigenvalue problems, and
construction of the general solution via superposition. Practical examples (e.g., for a
finite rod or plate) and the physical interpretation of the results are analyzed. This
method is of significant importance in solving problems in mathematical physics,
engineering, and heat engineering.

Keywords: heat equation, separation of variables, Fourier method, heat
conduction, boundary conditions, eigenvalue problem, superposition, mathematical
physics.

AHHOTaIII/ISI: Cratbsa MOCBJAIICHA PECIICHUIO YPAaBHCHHA TCIIIOIIPOBOAHOCTHU
METOJIOM pazzeneHusi nepemMeHHbix (Meton Dypwe). J[aHHBI MOAXOH IMO3BOJISIET
aHAJIUTHYECKH pelIaTh OJHOMEPHBIC U MHOI'OMEPHBIE 3aJa4U PAaCIIPOCTPaHECHUS TEMIa
C yu€TOM TpaHUYHBIX W HAYAJIbHBIX YCI0BUH. B pabote moapoOHO paccMaTpuBaroTCs
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TEOPETHYECKUE OCHOBBI METOJIA, IMPOLIECC PAa3JECICHUS IMEPEMEHHBIX, CBEACHHUE K
OOBIKHOBEHHBIM Au(depeHInaIbHbIM  YpPaBHEHUSAM, 3a/ladd  Ha COOCTBEHHbIE
3HAYEHHUS U MOCTPOCHHE OOIIEro pelieHus ¢ MOMOIIbIo cyneprno3utuu. [lpuBonsrcs
NpaKkTUYECKUEe MPUMEpPHI (HapuMep, A OTPAHUUYEHHOTO CTEPKHS UITU TIJIACTUHBI) U
aHAMM3UpyeTcs (PU3NIECKUN CMBICH TOJYYCHHBIX PE3yJIbTAaTOB. DTOT METOJ] UMEET
BOKHOE 3HAYCHHE /IS PCIICHUS 3a7a4 MaTeMaTH4YeCKON (DHU3WKH, WHKCHEPUU H
TETUIOTEXHUKH.

KiroueBble cJjIOBa: ypaBHEHHE TEIUIONPOBOJAHOCTH, METON pa3JeieHUs
nepeMeHHbIX, MeToa Pypbe, TeIONPOBOAHOCTb, TPAHUYHbBIC YCIOBHS, COOCTBEHHbBIC
3HAYEHHUs, CYNIEPIO3UIUS, MaTeMaTu4ecKkas pusuka.

Kirish

Issiglik tenglamasi (issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi) matematik fizikaning
asosiy tenglamalaridan biri bo‘lib, moddada issiglikning targalish jarayonini
tavsiflaydi. Bu tenglama parabolik turdagi gisman differensial tenglama hisoblanadi va
ko‘plab muhandislik, fizika va texnika sohalarida — masalan, metallurgiya,
mashinasozlik, qurilish materiallarini isitish yoki sovutish jarayonlarida, biologik
to‘gimalardagi issiqlik almashinuvi va boshga ko‘plab amaliy muammolarni yechishda
keng go‘llaniladi.

Masalaning qo‘yilishi

Bizga uzunligi L ga teng bo‘lgan bir jinsli sim berilgan bo‘lsin. Uning
uchlaridagi harorat va boshlang‘ich holatdagi issiglik tagsimoti ma’lum bo‘lganda,
ixtiyoriy t vagtda va ixtiyoriy x nugtadagi haroratni topish talab etiladi.

Matematik model:
ou , 0%u
=M= (] —
ot 0x?

Bu yerda:

« u(x,t)— x nuqgtadagi t vaqtdagi harorat;

« a? — issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti.

O‘zgaruvchilarni ajratish (Furye usuli)

Usulning asosiy g‘oyasi — noma’lum u(x, t) funksiyani fagat x ga va faqat t ga
bog‘liq bo‘lgan ikkita funksiya ko'paytmasi ko rinishida izlashdir:

u(x,t)=X(x)- T(t)

Ushbu ifodani asosiy tenglamaga qo‘yamiz:

X(X): T’(t) = a?X"(x) - T(t)

O‘zgaruvchilarni ajratish uchun tenglikning har ikki tomonini a? X(x) T(t) ga
bo‘lamiz:
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') _ X'(x) _
a?T(t)  X(x)
Bu yerda A — o‘zgarmas son (ajratish doimiysi).

Oddiy differensial tenglamalar sistemasiga o‘tish
Yugoridagi tenglikdan ikkita mustaqil oddiy differensial tenglama hosil bo‘ladi:
1. Vaqtga bog‘liq tenglama: T' (t) + a?A T(t) =0
2.Koordinataga bog‘liq tenglama: X"(x) + 1 X(x) =0

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirish (Shturm-Liuvill masalasi)
Agar simning uchlari nol darajada tutilgan bo‘lsa (u(0,t)=0 va u(L,t)=0,u
holda  X(x) funksiya uchun quyidagi shartlar  kelib  chigadi:
X(0)=0, X(L)=0
Ushbu shartlarni fagat 4 > 0 bo‘lgandagina nolga teng bo‘lmagan yechimlar
mavjud:

- Xos sonlar: 2, = (=5)?

« Xos funksiyalar: X, (x) = sin("Lix)

Umumiy yechim va Furye qatorlari

Har bir n uchun Xususiy yechim topiladi:
u,(x,t) = C,'e * L -sm(T)

Superpozitsiya prinsipiga ko‘ra, umumiy yechim ushbu xususiy yechimlarning

yig‘indisiga teng:

ux,)= 3, ¢, e Cr )t sin(=>) Bu

yerda C,, koeffitsiyentlari boshlang‘ich shart (u(x, 0) = ¢(x)) asosida Furye

formulasi bilan aniqglanadi:

% . nmx
C, = j go(x)sm(T) dx
0

Chegaraviy shartlarning turlari va ularning fizik talqini
O‘zgaruvchilarni ajratish usuli fagat harorat nolga teng bo‘lgan holatlar bilan
cheklanmaydi. Magolangizda quyidagi uch xil holatni farglash muhim:

« Birinchi tur (Dirixle shartlari): u(0, t) = T;, u(L, t) = T, Bu simning uchlari
o‘zgarmas haroratda tutilganini anglatadi.
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« Ikkinchi tur (Neyman shartlari): Z—’; lx=0 = 0. Bu simning uchlari issiglikdan
izolyatsiya qilinganini (tashqgariga issiglik chigmayotganini) bildiradi. Bunda
yechim kosinuslar yig‘indisi ko‘rinishida bo‘ladi.

« Uchinchi tur (Roben shartlari): Atrof-muhit bilan konvektiv issiglik almashinuvi
sodir bo‘layotgan holat. Bu muhandislik hisoblarida eng realistik model
hisoblanadi.

Usulning yaginlashuvchanligi va tahlili

antt.

Furye usuli bilan olingan yechimda eksponentsial ko“paytuvchi e -~ mavjud.
Bu fizik nugtai nazardan juda muhim:

1. Vaqt o‘tishi bilan barqarorlik: t— ocobo‘lganda, barcha yuqori garmonikalar
tezda so'nadi va tizim statsionar (muvozanat) holatga keladi.

2. Silliglash xususiyati: Boshlang‘ich funksiya ¢ (x) qanchalik "notekis" bo‘lmasin,
vaqt o‘tishi bilan issiqlik tarqalishi natijasida harorat grafigi silliglashib boradi.

Xulosa

Ushbu maqolada ko‘rib chiqilgan o‘zgaruvchilarni ajratish usuli (Furye usuli)
xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishning fundamental klassik
usullaridan biri bo‘lib qolmoqda. Olingan natijalar asosida quyidagi xulosalarga
kelish mumkin:

1. Analitik aniqglik: Usul murakkab issiglik almashinuvi jarayonlarini cheksiz
qatorlar ko‘rinishidagi aniq analitik ifoda bilan tasvirlash imkonini beradi. Bu esa
jarayonning dinamikasini har ganday nugtada va vaqtda yuqori aniglikda bashorat
gilishga xizmat giladi.

2. Amaliy ahamiyat: Issiglik tenglamasini Furye usulida yechish fagat nazariy fizika
bilan cheklanib qgolmay, materialshunoslik, metallurgiya va qurilish issiqlik
fizikasi kabi sohalarda konstruksiyalarning chidamliligini hisoblashda asosiy
vosita hisoblanadi. Masalan, bino devorlarining muzlash chuqurligini yoki
mikrochiplarning gizish darajasini aniglashda ushbu matematik modeldan
foydalaniladi.

3. Chegaralanishlar: Shuni ta'kidlash kerakki, o'zgaruvchilarni ajratish usuli asosan

muntazam geometrik shakllar (sim, plastinka, silindr) va chizigli tenglamalar
uchun samarali. Murakkab konfiguratsiyali yoki nolineer muhitlar uchun ushbu
usul sonli usullar (masalan, chekli ayirmalar yoki chekli elementlar usuli) uchun
nazariy fundament vazifasini o'taydi.
Umuman olganda, Furye usuli matematik fizika tenglamalarini yechishda o‘zining
soddaligi va fizik jarayonlarni yaqgol namoyon etishi bilan boshga usullardan
ajralib turadi. U murakkab tizimlarni oddiy garmonik tebranishlar va so‘nuvchi
funksiyalar yig‘indisi sifatida tahlil qilish imkonini beruvchi qudratli apparatdir
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Misol
Bir o‘Ichovli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi :
ou 0%u
at—aﬁ,0<x<L t>0
Chegaraviy shartlar u(0,t) =0 u(L,t) =0
a=1 L=m T, = 100°C
O‘zgaruvchi ajratish farazi u(x,t) = X(x) T(x)
XT" = aX''T
™ ¥
? = Q’T == (/1 > O)

Oddiy differensial tenglamalar X"+ AX =0
X(x) = Acos(V1 x) + Bsin(v1 x)
T+aAT =0 T(t) = Ce™ T

Chegaraviy shartlarni topish: u(0,t) =0 X(0) =0 A=0
u(L,t) =0 X(L)=0 Bsin(NAL) =
nm 2
A = (1)

Umumiy yechim : u(x, t) = Y%, B,sin(~ )exp( oc(—)2 )

200

Boshlang‘ich shartdan B,, ni hisoblash Bn =— (1 — 5(7))
200
B,=——n=4k+3
N
n:%—n=4k—>cos=4k+2—>cos=—1
cos=1-B,=0
Hisoblaymiz : n(nx)dx + [« Osin(nx)dx
2

Bizning misolda L =m f(x) = 100 (0 dan E gacha) ,(% dan  gacha)

B, = Jf(x)sm )dx
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