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Annotatsiya: Ushbu maqolada ikki o‘Ichovli sohada diffuziya jarayonini
matematik modellashtirish masalasi ko‘rib chiqiladi. Diffuziya — moddalar
konsentratsiyasining vaqt va makon bo‘yicha tarqalish jarayoni bo‘lib, uni matematik
tenglamalar yordamida ifodalash murakkab tizimlarni tahlil qilishda muhim
ahamiyatga ega. Tadqiqotda J. Crankning “The Mathematics of Diffusion” (Oxford
University Press, 1975) asarida bayon etilgan nazariy asoslar hamda reaksiya-diffuziya
tenglamalari bo‘yicha zamonaviy yondashuvlar qo‘llanildi. Maqolada ikki o‘Ichovli
diffuziya tenglamasining analitik va sonli yechimlari, chegaraviy shartlarning ta’siri,
hamda kompyuter simulyatsiyalari orgali natijalarni vizualizatsiya gilish usullari
yoritiladi. Ushbu tadqgigot fizik, kimyoviy va biologik jarayonlarni chuqurrog
tushunishga xizmat giladi va amaliy qo‘llanilish imkoniyatlarini kengaytiradi.

Kalit so‘zlar: diffuziya, ikki o‘Ichovli model, matematik modellashtirish,
gisman differensial tenglamalar, Fik gonuni, sonli usullar, analitik yechim, chegaraviy
shartlar, ekologiya, materialshunoslik, biologiya, tibbiyot, kimyo texnologiyasi,
issiglik tenglamasi, Brown harakati, kompyuter simulyatsiyasi, sonli differensial
usullar, sonli elementlar usuli, sonli hajmlar usuli, spektral usullar.

Annotation: This paper addresses the problem of mathematical modeling of the
diffusion process in a two-dimensional domain. Diffusion is the process of substance
concentration spreading over time and space, and its description through mathematical
equations plays a crucial role in analyzing complex systems. The study draws upon the
theoretical foundations presented in J. Crank’s “The Mathematics of Diffusion”
(Oxford University Press, 1975) and modern approaches to reaction-diffusion
equations. Analytical and numerical solutions of the two-dimensional diffusion
equation are examined, along with the impact of boundary conditions and visualization
techniques using computer simulations. The results contribute to a deeper
understanding of physical, chemical, and biological processes and broaden the scope
of practical applications..
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AHHOTauMs: B maHHOM cTarbe paccMaTpUBAEeTCA 3aJadya MATEMATHYECKOTO
MojaenupoBaHusi mporecca auddy3mm B aABymMepHOW oOmactu. Juddysus
Mpe/CcTaBIsieT CcoOOM mMpollecc pachpOCTpAaHEHHUS KOHIIGHTPAIlMM BEIECTBA BO
BPEMEHU U MPOCTPAHCTBE, U €€ OMHCAHUE C MOMOIIbI0 MATEMAaTUYECKUX YpaBHEHUN
UMEET BaXXKHOE 3HAYCHWE [JIs aHajiu3a CIO0XHBIX CHCTeM. B  wuccienoBaHuu
UCIIOJIb30BaHbl TEOPETUUYECKHE OCHOBBI, W3oxkeHHbie B kHUTe [[k. Kpanka “The
Mathematics of Diffusion” (Oxford University Press, 1975), a Takxe coBpeMeHHbIE
MOAXO0/bl K peaKkMOHHO-IU((Y3MOHHBIM ypaBHEHUAM. B pabore aHanmmsupyrorcs
AHAJIMTUYECKUE U YUCJICHHBIE PEIICHUS IBYMEPHOTO YpaBHeHUs MU dy3un, BIUSIHUEC
IPAaHUYHBIX YCIIOBUM, a TAK)KE METO/IbI BU3YyaIU3AIIMHU PE3YJIbTaTOB C UCII0JIb30BAHUEM
KOMITBIOTEPHBIX ~cuMyiisanuil. [lomydeHHsle pe3yiabTaThl CHOCOOCTBYIOT —Oosiee
rJIyOOKOMY MOHMMAHUIO (DU3UYECKUX, XUMHUYECKUX U OMOJIOTMYECKUX MPOIECCOB U
pacCIIMPSIOT BO3MOKHOCTH MPAKTUYECKOTO MPUMEHEHUS.

KuaroueBbie cioBa: auddysus, AByMEpHAas MOJENb, MaTEMaTUYECKOE
MojienupoBanue, AuddepeHmanbHble YpaBHEHUSI B YaCTHBIX MPOU3BOJAHBIX, 3aKOH
®duka, YUCICHHBIE METO/IbI, AaHATUTUYECKOE PEIICHUE, TPAHUYHBIC YCIIOBHS, SKOJIOTHS,
MaTepuanoBe/leHue, OHOJOrus, MEIAUIMHA, XUMUYECKas TEXHOJIOTHS, TEIJIOBOE
ypaBHEHHE, OpPOYHOBCKOE JIBIDKCHHE, KOMIIBIOTEPHOE MOJCIHPOBAHUE, METOJ
KOHEUYHBIX Pa3HOCTEW, METOJ| KOHEUYHBIX 3JIEMEHTOB, METOJ] KOHEYHBIX OOBEMOB,
CIEKTPAIbHBIE METO/IBI.

KIRISH

Diffuziya jarayoni — bu moddalar yoki energiyaning yuqori konsentratsiyadan
past konsentratsiyaga tabily ravishda tarqalish hodisasi bo‘lib, u ko‘plab fizik,
kimyoviy va biologik tizimlarda muhim ahamiyat kasb etadi. Ushbu jarayon
molekulalarning tasodifiy harakati (Brown harakati) bilan izohlanadi va Fik gonunlari
orqali matematik shaklda ifodalanadi. Diffuziya jarayonini o‘rganish nafaqat nazariy
jihatdan, balki amaliy sohalarda ham katta ahamiyatga ega. Masalan, ekologiyada
ifloslantiruvchi  moddalar targalishini, materialshunoslikda gattig jismlarda
atomlarning harakatini, biologiyada hujayralar ichida moddalar almashinuvini va
tibbiyotda dori moddalarining organizmda tagsimlanishini tushunishda diffuziya
modellaridan foydalaniladi.

Matematik modellashtirish diffuziya jarayonini chuqurroqg tahlil gilish imkonini
beradi. Bu jarayon qisman differensial tenglamalar orqali ifodalanadi va ko‘pincha
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issiqlik tarqalishi tenglamasi bilan bir xil shaklda bo‘ladi. Ikki o‘lchovli koordinata
tizimida diffuziya tenglamasi quyidagicha yoziladi:

6C(xyt) +
at 6x2

Bu yerda C(x,y,t) — konsentratsiya funkS|yaS|, D — diffuziya koeffitsienti. Ushbu
tenglama moddalar konsentratsiyasining vaqt va makondagi tagsimotini ifodalaydi.
Chegaraviy shartlar (masalan, Dirixle yoki Neumann shartlari) jarayonning fizik
mazmuniga garab tanlanadi.

Ikki o‘lchovli modellashtirishning dolzarbligi shundaki, u real tizimlarni yanada
aniqroq tasvirlash imkonini beradi. Bir o‘lchovli modellar ko‘pincha soddalashtirilgan
bo‘lsa, ikki o‘lchovli modellar moddalar tarqalishini yanada realistik ko‘rsatadi. Bu
yondashuv ekologik monitoringda, kimyo texnologiyalarida, biologik jarayonlarda va
materialshunoslikda keng qo‘llaniladi.

Diffuziya jarayonini modellashtirishda analitik yechimlar ba’zi hollarda mavjud
bo‘lsa-da, murakkab chegaraviy shartlarga ega tizimlarda sonli usullar keng
qo‘llaniladi. Masalan, sonli differensial usullar, sonli elementlar usuli, sonli hajmlar
usuli va kompyuter simulyatsiyalari yordamida diffuziya jarayonining dinamikasi
tahlil gilinadi. Bu usullar moddalar targalishini aniq hisoblash va real tizimlarda
go‘llash imkonini beradi.

Shunday qilib, ikki o‘lchovli diffuziya jarayonini matematik modellashtirish
nazariy, amaliy va ilmiy jihatdan dolzarb bo‘lib, u moddalar tarqalishini chuqurroq
tushunish, yangi algoritmlar ishlab chiqish va turli sohalarda samarali qo‘llash
imkoniyatlarini kengaytiradi.

ASOSIY QISIM
Diffuziya jarayonining umumiy tushunchasi
Diffuziya — bu molekulalarning tasodifiy harakati natijasida moddalar yuqori
konsentratsiyadan past konsentratsiyaga targalish jarayonidir. Bu hodisa Brown
harakati bilan izohlanadi va ko‘plab tabiiy hamda texnologik tizimlarda uchraydi.
Fizikada diffuziya issiqlik tarqalishi bilan o‘xshash bo‘lib, matematik jihatdan
parabolik turdagi gisman differensial tenglamalar orgali ifodalanadi.
Fik gqonunlari va matematik asoslar
Diffuziya jarayonini matematik modellashtirishda Fik gonunlari asosiy rol o‘ynaydi:
« Birinchi gonun moddalar oqimi konsentratsiya gradientiga bog‘ligligini
ifodalaydi:
J=-D-VC(x,y,t)
« Ikkinchi gonun konsentratsiyaning vaqt bo‘yicha o‘zgarishini ko ‘rsatadi:

Z—i = D- V2C(x,y,t)
Bu tenglamalar moddalar tarqalishini nazariy jihatdan to‘liq tasvirlab beradi.
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Ikki o‘lchovli diffuziya tenglamasi
Ikki o‘Ichovli koordinata tizimida diffuziya tenglamasi quyidagicha yoziladi:

6C(xyt) +
at 6x2

Bu tenglama moddalar konsentrat5|yasm|ng vaqt va makondagi tagsimotini
ifodalaydi. Chegaraviy shartlar (masalan, Dirixle yoki Neumann shartlari) jarayonning
fizik mazmuniga garab tanlanadi.

Sonli yechim usullari
Analitik yechimlar fagat oddiy holatlar uchun mavjud. Murakkab chegaraviy
shartlar va real tizimlarda sonli usullar qo‘llaniladi:
« Sonli differensial usullar (Finite Difference Method) — tenglamani diskret
panjara nugtalarida yechish.
« Sonli elementlar usuli (Finite Element Method) — murakkab geometriyali
sohalarda samarali.
« Sonli hajmlar usuli (Finite Volume Method) — ogimlarni saglash gonuniga
asoslangan.
. Padé aproksimatsiyasi — matritsa eksponential yechimlarini tezlashtirish uchun
go‘llaniladi.
Bu usullar kompyuter simulyatsiyalari orgali diffuziya jarayonini aniq va tez hisoblash
imkonini beradi.
Amaliy qo‘llanilish sohalari
Ikki o‘Ichovli diffuziya modellarining amaliy qo‘llanilishi juda keng:
. Ekologiya: atmosfera va suv havzalarida ifloslantiruvchi moddalar targalishini
modellashtirish.
. Materialshunoslik: gattiq jismlarda atomlarning targalishi va qotishmalarda
diffuziya jarayonlari.
. Biologiya va tibbiyot: hujayralar ichida moddalar almashinuvini, dori
moddalarining organizmda tarqalishini o‘rganish.
. Kimyo texnologiyasi: reaktorlar va katalizatorlarda moddalar targalishini tahlil
qilish.
Tadgigotning ilmiy ahamiyati
Ikki o‘Ichovli diffuziya jarayonini modellashtirish:
« Nazariy jihatdan — qisman differensial tenglamalar yechimlarini chuqur
o‘rganish imkonini beradi.
« Amaliy jihatdan — ekologik monitoring, kimyo texnologiyasi va tibbiyotda
samarali qo‘llanadi.
« llmiy jihatdan — yangi algoritmlar va sonli usullarni ishlab chigish orgali
modellashtirish samaradorligini oshiradi.
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XULOSA

Ikki o‘lchovli diffuziya jarayonini matematik modellashtirish nazariy va amaliy
jihatdan dolzarb masalalardan biridir. Diffuziya hodisasi ko‘plab tabiiy va texnologik
tizimlarda  uchraydi:  ekologiyada ifloslantiruvchi  moddalar  targalishi,
materialshunoslikda atomlarning gattiq jismlarda harakati, biologiyada hujayralar
ichidagi moddalar almashinuvi, kimyo texnologiyalarida reaktor va katalizatorlardagi
jarayonlar, tibbiyotda esa dori moddalarining organizmda tagsimlanishi. Shu sababli
diffuziya jarayonini chuqur o‘rganish va modellashtirish ilmiy tadqiqotlarda katta
ahamiyat kasb etadi.

Matematik modellashtirishda Fik gonunlari asosiy nazariy poydevor bo‘lib,

jarayonni gisman differensial tenglamalar orqali ifodalash imkonini beradi. Ikki
o‘lchovli diffuziya tenglamasi moddalar konsentratsiyasining vaqt va makondagi
tagsimotini aniq tasvirlab, real tizimlarni chuqurroq tahlil gilish imkonini yaratadi.
Chegaraviy shartlarning turli ko‘rinishlari (Dirixle, Neumann, aralash shartlar)
jarayonning fizik mazmuniga mos ravishda qo‘llaniladi.
Oddiy holatlar uchun analitik yechimlar mavjud bo‘lsa-da, murakkab geometriya va
chegaraviy shartlarda sonli usullar keng qo‘llaniladi. Sonli differensial, sonli
elementlar, sonli hajmlar va spektral usullar yordamida diffuziya jarayonining
dinamikasi kompyuter simulyatsiyalari orgali tahlil gilinadi. Bu yondashuv moddalar
tarqalishini aniq hisoblash va real tizimlarda qo‘llash imkonini beradi.

Tadqiqotning ilmiy ahamiyati shundaki, ikki o‘lchovli diffuziya jarayonini
modellashtirish orqali:

« Nazariy jihatdan — qisman differensial tenglamalar yechimlarini chuqur

o‘rganish, yangi matematik yondashuvlarni ishlab chigish mumkin.

« Amaliy jihatdan — ekologik monitoring, kimyo texnologiyasi,

materialshunoslik va tibbiyotda samarali qo‘llaniladi.

« llmiy jihatdan — yangi algoritmlar va sonli usullarni ishlab chigish orgali

modellashtirish samaradorligi oshiriladi.

Shunday qilib, ikki of‘lchovli diffuziya jarayonini matematik modellashtirish
moddalar targalishini chuqurroq tushunish, real tizimlarda qo‘llash va yangi ilmiy
yondashuvlarni ishlab chigish imkoniyatlarini kengaytiradi. Bu tadgiqot nafaqat
nazariy bilimlarni boyitadi, balki amaliy sohalarda ham muhim natijalar beradi.
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