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Annotatsiya. Ushbu magolada jarayonlar tadgigoti va optimal boshgaruv
fanining fundamental natijalaridan biri — maksimal ogim va minimal kesim hagidagi
teorema ko'rib chigiladi. Masala amaliy vaziyat asosida shakllantirilib, ogim
tarmog'ida manbadan ogargacha yo'naltirilgan maksimal ogim giymatini va shu
tarmogning minimal sig'imli (s, t)-kesimini aniglash magsad gilingan. Har bir girraning
sig'imi berilgan holda, optimal yechimni topish uchun Ford-Fulkerson algoritmi
go'llanilgan. Kengaytiruvchi yo'l va goldig graf tushunchalari asosida hisoblash
jarayoni bosgichma-bosgich amalga oshirilgan va natijada tarmogning eng yugori
o'tkazish qobiliyatini ifodalovchi optimal yechim aniglangan.

Kalit so'zlar: ogim tarmog'i, maksimal ogim, minimal kesim, Ford-Fulkerson
teoremasi, kengaytiruvchi yo'l, goldig graf, sig'im funksiyasi, algoritm, optimal
boshqgaruv, graf nazariyasi.

Annotation. This article examines one of the fundamental results in operations
research and optimal control theory — the maximum flow and minimum cut theorem.
The problem is formulated based on a practical scenario where the objective is to
determine the maximum flow value from source to sink and the corresponding
minimum (s, t)-cut capacity in a flow network. Given the capacity of each edge, the
optimal solution is obtained using the Ford-Fulkerson algorithm. The solution process
is carried out step by step using the concepts of augmenting path and residual graph,
and the final result identifies the optimal flow that represents the network's maximum
throughput.

Keywords: flow network, maximum flow, minimum cut, Ford-Fulkerson
theorem, augmenting path, residual graph, capacity function, algorithm, optimal
control, graph theory.

AnHoTanusi. B manHo#t cTathe paccMarpuBaeTcsl OHa U3 (PyHIaMEHTaIbHBIX
3aJa4 TCOPHUH HCCICAOBAHUA onepauﬂﬁ H OIITUMAJIBHOI'O YIIPABJICHUA — TEOpEMaA O
MaKCHMAaJIbHOM MOTOKE U MUHUMAaJILHOM pa3pese. 3agada GopMyJIUpyeTcs Ha OCHOBE
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MPAKTUUYECKOM CHUTYyallH, TJe TpeOyeTcsl OmpeaeiuTh MaKCUMaldbHOE 3HAUYEHHE
[IOTOKA, HAIPABJIIEMOI'0 M3 MCTOYHHMKA B CTOK, & TAK)KE MPOIYCKHYI CIOCOOHOCTH
MHHUMAIBHOTO (S, t)-pa3pe3a B moTokoBO# cetu. [Ipum 3amaHHBIX MPOIYCKHBIX
CHOCOOHOCTSIX pEOEpP ONTUMAIBHOE pEHIEHHE HaXOAUTCS C HCHOJb30BaHUEM
anroputMa Popnpa-dDankepcona. I[Iponecc pemeHuss BBITOIHAETCA IIOATAIHO Ha
OCHOBE MOHSTHI yBEJIMUYMBAIOUIETO IMyTH U OCTATOYHOIO rpada, B pe3yJbTaTe 4ero
ONpPENENSIETCS ONTHUMAJIBHBIA MNOTOK, OTPAKAIOIIHWKA MaKCUMaJIbHYIO MPOITYCKHYIO
CIIOCOOHOCTB CETH.

KiroueBble ci10Ba: OTOKOBasi CE€Th, MAaKCHMAaJIbHBIA MOTOK, MUHUMAJIbHBIN
pa3pe3, teopema Dopra-dankepcoHa, yBEIUYUBAIOUIMI MyTh, OCTATOYHBIM Trpad,
(GyHKIUS MPOITYCKHOW CIIOCOOHOCTH, aJTOPUTM, ONTUMAJIBHOE YIPABICHUE, TEOPUS

rpadoB.

Optimallashtirish masalalari zamonaviy igtisodiyot, logistika,
telekommunikatsiya va energetika sohalarida muhim o'rin tutadi. Aynigsa, cheklangan
o'tkazish gobiliyatiga ega tarmoqlarda manbadan iste'molchiga maksimal migdorda
resurs (yuk, ma'lumot, suyuqlik, energiya) yetkazib berish muammosi kundalik
amaliyotda keng uchraydi. Maksimal ogim masalasi (Maximum Flow Problem)
shunday masalalar sinfiga kiradi: berilgan sig'im chegaralari doirasida tarmoq orqali
oqib o'tuvchi umumiy ogim giymatini maksimallashtirishni talab etadi.

Ushbu magolada quyidagi amaliy vaziyat ko'rib chigiladi: logistika kompaniyasi
mahsulotni s ombor (manba) dan t do'kon (ogar) ga bir nechta oralig tagsimot punktlari
orgali yetkazib berishi lozim. Har bir yo'nalishning maksimal kunlik sig'imi (gancha
birlik yuk tashish mumkinligi) ma'lum, tarmogning umumiy o'tkazish gobiliyati esa
girralarning sig'imlari bilan cheklangan. Masala Ford-Fulkerson algoritmidan
foydalanib, gadam-bagadam yechish yo'li ko'rsatiladi.

Ford-Fulkerson algoritmi — ogim tarmog'idagi maksimal ogim giymatini topish
uchun kengaytiruvchi yo'llar (augmentingpaths) va qoldig graf (residualgraph)
tushunchalariga asoslanadigan iterativ usuldir. Bumetod 1956-yildaL. R. FordvaD. R.
Fulkerson tomonidan ishlab chigilgan bo'lib, bugungi kunda kombinator
optimallashtirish va graf nazariyasining markaziy algoritmlaridan biri hisoblanadi.
Algoritm asosida yaratilgan teorema esa maksimal ogim giymati va minimal kesim
sig'imi orasidagi tenglikni tasdiglaydi va bu natija chizigli dasturlashning duallik
prinsipining graflar nazariyasidagi tabiiy ifodasini beradi.

Maksimal ogim masalasining matematik shakllanishi: G = (V, E) yo'naltirilgan
graf berilgan bo'lib, V — tugunlar to'plami, E — girralar to'plami, c: E — R* —sig'im
funksiyasi. V to'plamida ikki maxsus tugun ajratilgan: s — manba va t — oqar.
Tarmoqdagi f ogim har bir (u, v) € E girra uchun sig'im chegarasini gondiradi:

0 < f(wv) < c(u,v), Y(u,v) € E
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Manba va ogardan boshqga barcha v € V \ {s, t} oralig tugunlarda ogimning
saqglanishi gonuni bajariladi:

Jf(uv) = Xf(v,w), Yv € V\{s,t}

Ogimning umumiy qiymati F = |f| manbadan chiquvchi sof ogim sifatida
aniglanadi:

F=2Xf(v)—XYf(vr,s) » max

(S, T) (s, t)-kesim — V tugunlar to'plamining shunday ikki gismga
bo'linishidirki, s € S va t € T shartlari bajariladi. Kesim sig'imi S dan T ga o'tuvchi
girralar sig'imlari yig'indisi sifatida aniglanadi:

c(5,T) = Yc(u,v), u € S,v € T,(uv) €E

Ford-Fulkerson teoremasi quyidagi fundamental tenglikni tasdiglaydi:

E,ax = minc(S,T)

Algoritmning ishlash sxemasi quyidagicha: dastlab f(u, v) = 0 deb gabul gilinadi.
Har bir iteratsiyada qoldiq grafda s dan t ga boruvchi kengaytiruvchi yo'l P izlanadi.
Agar bunday yo'l mavjud bo'lsa, uning bo'g'imli sig'imi (bottleneck) hisoblanadi:

A =min{c(uv): (uv) € P}

So'ngra yo'l bo'yicha har bir qirraga A qiymat qo'shiladi, oqim yangilanadi va
goldiq graf qayta quriladi. Kengaytiruvchi yo'l topilmagan paytda algoritm to'xtaydi va
shu lahzadagi ogim giymati maksimal hisoblanadi. Minimal kesim esa qoldiq grafda s
dan yetib borish mumkin bo'lgan tugunlar to'plamini S* deb belgilash orgali topiladi:
T* =V \S*, va (S*, T*) — minimal kesim bo'ladi.

Logistika kompaniyasi mahsulotni manbadan (s) iste'molchigacha (t) to'rtta
oralig tagsimot punkti — A, B, C, D orqali tashishi lozim. Shuning uchun n = 6 ta
tugun va 8 ta yo'naltirilgan girradan tashkil topgan ogim tarmog'i tuzilgan. Har bir girra
ustida ko'rsatilgan ragam shu yo'nalishdagi maksimal kunlik sig'imni (birliklar)
ifodalaydi. Magsad — tarmoq orgali s dan t ga ogib o'ta oluvchi maksimal ogim
migdorini va shu giymatga teng minimal kesimni topishdir.

1-jadval. Ogim tarmog'i girralari va ularning sig'imlari

Ne Qirra (u — v) Sig'im c(u, v) Izoh

1 s— A 7 Asc?3|y.yu.k
yo'nalishi

) < B 5 Yordamchl
yo'nalish

3 A B 3 AvaB p_urll_ktlarl

oralig'i
4 A C 5 Adaanl]atogrl
yo'l
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5 B D 8 Bdaanl]atogrl
yo'l
6 C D 4 CvaD p_ur'1_ktlar|
oralig'i
7 C —t 5 _ .C dan _
iste'molchiga
8 Dt 5 _ .D dan _
iste'molchiga

Quyida har bir k =1, 2, 3 iteratsiya uchun goldig grafda s dan t gacha bo'lgan
kengaytiruvchi yo'l tanlanadi, uning bo'g'imli sig'imi hisoblanadi va ogim giymatlari
yangilanadi. Algoritm yangi kengaytiruvchi yo'l topilmaguncha davom etadi.

[k = 1] iteratsiya — birinchi kengaytiruvchi yo'Ini tanlash

Boshlang'ich holat: barcha girralar uchun f(u, v) = 0, goldiq sig'imlar dastlabki
sig'imlarga teng. Qoldiq grafda s tugundan t tugungacha boruvchi eng gisga yo'lni
tanlaymiz:

Phb:s—>A->C-t

Bu yo'l bo'yicha bo'g'imli sig'im quyidagicha hisoblanadi:

4, = min{c(s,A),c(4,C),c(C,t)} = min{7,6,5} =5

Oqim giymatlarini yangilaymiz:

f(s,A ) =04+5=5 f(AC)=0+5=35 f(CLt) =0+5=5

Birinchi iteratsiyadan keyingi goldiq sig'imlar:

ck(s,A) =7 —-5=2, ¢;(4,C) =6 —-5=1, ¢((Ct) =5-5=0
cf(A,s) = 5, cf(C,A) = 5, cf(t,C) =5

Birinchi iteratsiyadan keyin umumiy ogim giymati:

F, =5
[k = 2] iteratsiya — ikkinchi kengaytiruvchi yo'lni tanlash

Yangilangan qoldiq grafda s - A — C — t yo'li to'yingan (¢ _f(C, t) = 0),
shuning uchun s tugundan boshga yo'nalish bo'yicha boruvchi kengaytiruvchi yo'lni
izlaymiz:

P,:s > B ->D -t
Bu yo'lning bo'g'imli sig'imi:
4, = min{c(s,B),c(B,D),c(D,t)} = min{5,8,6} =5
Ogim giymatlarini yangilaymiz:
f(s,B)=0+5=5, f(BBD)=04+5=5, f(D,t) =0+5=25
Ikkinchi iteratsiyadan keyingi goldiq sig'imlar:
cg(s,B) =5—-5=0, ¢¢(B, D) =8—-5=3, ¢¢,(D,t) =6 -5=1
Ikkinchi iteratsiyadan keyin umumiy ogim giymati:
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F, =5+5 =10
[k = 3] iteratsiya — uchinchi kengaytiruvchi yo'lni tanlash

Endi s — A — C qirrasida hali ¢c_f(s, A) =2 vac_f(A, C) = 1 birlik bo'sh sig'im
qolgan. Shuningdek, C va D tugunlar orasidagi C — D qirrasi hali ishlatilmagan (c¢(C,
D) = 4), D — t qirrasida ham c_f(D, t) = 1 birlik bo'sh sig'im mavjud. Shu bois s
tugundan t tugunga boruvchi quyidagi kengaytiruvchi yo'l mavjud:

P;:s > A—->C—->D->t

Bu yo'lning bo'g'imli sig'imi:

A3 = min{cs(s,A),¢r(A, C),cs(C,D),c,(D,t) } = min{2,1,4,1} = 1

Oqgim giymatlarini yangilaymiz:

f(s,A ) =5+1=6, f(AC) =5+1=6
fc,b)y=0+1=1, f(D,t) =5+1 =6

Uchinchi iteratsiyadan keyingi goldiq sig'imlar:

k(s,A) =2 -1=1, ¢¢s(4C)=1-1=0
¢(C,D)y=4—-1=3, ¢D,t) =1-1=0

Uchinchi iteratsiyadan keyin umumiy ogim giymati:

F;=5+5+1=11
[k = 4] tekshiruv — kengaytiruvchi yo'l mavjudmi?

Uchinchi iteratsiyadan keyin goldiq grafda s tugundan boshlab BFS (eng gisga
yo'l gidiruvi) o'tkazamiz. s tugundan fagat A tugunga borish mumkin, chunki c_f(s, B)
= 0. A tugundan B tugunga (c_f(A, B) = 3) o'tish mumkin, B tugundan esa D tugunga
(c_f(B, D) = 3) borish mumkin. Birog D tugundan t ga to'g'ridan-to'g'ri o'tish imkonsiz,
chunki c¢_f(D, t) = 0. C tugunga ham fagat teskari girralar orgali yetib borish mumkin
(c_f(D, C) =1), lekin C tugundan t ga c_f(C, t) = 0. Shunday qilib goldiqg grafda s dan
t ga boruvchi birorta ham kengaytiruvchi yo'l mavjud emas.

Algoritm to'xtaydi va maksimal ogim giymati aniglanadi:

F,ax = 11
Minimal kesimni aniglash (Min-cut)

Algoritm tugaganidan so'ng minimal kesim quyidagi tartibda topiladi: yakuniy
goldiq grafda s tugundan yetib borish mumkin bo'lgan barcha tugunlar to'plamini S*
deb belgilaymiz, qolgan tugunlar esa T* = VV \ S* ga kiradi. BFS natijasiga ko'ra:

S* ={s,AB,C,D}, T" = {t}

Shuning uchun S* dan T* ga o'tuvchi girralar quyidagilar:

(C,t) sig'imi 5; (D,t) sig'imi 6

Minimal kesim sig'imi:

c(§*,T*) = c(C,t) + c(D,t) =5+ 6 =11

Shunday qilib, tarmoqgdagi maksimal ogim giymati ham, minimal kesim sig'imi
ham bir xil natijani berdi:
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E,ax = minc(S,T) = 11 Vv
Bu natija Ford-Fulkerson teoremasini amalda tasdiglaydi.
2-jadval. Ford-Fulkerson algoritmi iteratsiyalari

K Kengi,a:?:ltl l:rvchl Bo'g IT: sig'im Joriy ogim F

1 s>A—->C-—ot 5 5

2 s—>B—o>D-—t 5 10

3 s—A=C=D 1 11

—t
4 yo'l yo'q (to'xtash) — 11V
3-jadval. Har bir girradagi yakuniy ogim giymati

. - Yakuniy ogim
Qirra Sig'im c(u,v) HuLv) Holat
s— A 7 6 gisman to'la
s—B 5 5 to'lig to'la
A—B 3 0 ishlatilmagan
A—C 6 6 to'lig to'la
B—D 8 5 gisman to'la
C—-D 4 1 gisman to'la
C—ot 5 5 to'liq to'la (kesim)
D—t 6 6 to'lig to'la (kesim)

OPTIMAL YECHIM. F_max = 11 birlik — bu tarmoq orgali ogib o'ta oluvchi
maksimal ogim. Minimal kesim S* = {s, A, B, C, D}, T* = {t} bo'lib, kesim qirralari
(C, t) va (D, t) bo'ladi. Kesim sig'imi ham 11 ga teng. Bu — tarmoqgning "tor joyi",
ya'ni tarmogning umumiy o'tkazish qobiliyatini cheklovchi qism. C - tva D — t
girralari to'liq to'lganligi (c(C, t) = f(C, t) = 5 va ¢(D, t) = f(D, t) = 6) bu fikrning
amaldagi tasdig'idir.

Xulosa: Berilgan ogim tarmog'ida manbadan ogargacha bo'lgan maksimal ogim
giymati 11 birlikni tashkil etadi. Bunga uch iteratsiya davomida uchta kengaytiruvchi
yo'l orqali erishildi: birinchi yo'l (s - A — C — t) bo'yicha 5 birlik, ikkinchi yo'l (s
— B — D — t) bo'yicha 5 birlik, uchinchi yo'l (s - A — C — D — t) bo'yicha 1
birlik. Tarmoqgda 11 birlikdan ortig ogim mavjud bo'lishi mumkin emas, chunki sig'imi
11 ga teng minimal kesim aniglandi. Bu natija Ford-Fulkerson teoremasini amalda
tasdiglaydi.

Mazkur  tadgigot
umumlashtiriladi:

doirasida olingan asosiy natijalar  quyidagicha
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1) Ford-Fulkerson algoritmi asosida 3 ta iteratsiya davomida kengaytiruvchi yo'llar va

goldiq graf tushunchalari yordamida ogim giymatlari to'liq hisoblab chigildi.

2) Optimal yechim — tarmoqdagi maksimal ogim giymati F_max = 11 birlikni tashkil

etadi va u to'rtta to'la oqim oluvchi qirra (s - B, A - C, C — t, D — t) orqali

ta'minlanadi.

3) Minimal kesim S* = {s, A, B, C, D}, T* = {t} bo'lib, kesim sig'imi ¢(S*, T*) = c¢(C,

t) + ¢(D, t) =5+ 6 = 11 ga teng — bu giymat maksimal ogim bilan aynan mos keldi.

4) Maksimal ogim va minimal kesim hagidagi teorema — max F = min ¢(S, T) —

sodda misol asosida amaliy ravishda tasdiglandi va u chizigli dasturlashning duallik

prinsipi bilan chuqur bog'ligligini namoyon etdi.

5) Ford-Fulkerson algoritmi murakkab tarmoqg optimallashtirish masalalarini

bosgichma-bosgich, samarali  yechishga imkon beradi va transport,

telekommunikatsiya hamda energetika kabi sohalarda keng qo'llaniladi.
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