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1. Differentsial hisob yordamida funktsiya dinamikasini tekshirish  

Ma’lumki, tabiat va iqtisodning ko’p qonunlari funktsiya yordamida 

modellashtiriladi. Bunday funktsiyalrni bilish ularning qaysi oraliqda o’suvchi yoki 

kamayuvchi hamda ular qanday nuqtalarda eng katta va eng kichik qiymatlarga 

erishishini aniqlash imkonini yaratadi. Bunga o’xshash tekshirishlar funktsiya 

dinamikasini anglashga olib keladi. 

1). Funktsiyaning monotonligi mezonlari (kriteriyasi).  

 1-ta’rif. ),( ba  oraliqning 12 xx    tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 

ikkita nuqtalari uchun, )()( 12 xfxf   tengsizlik bajarilsa, )(xf  funktsiya  ),( ba

oraliqda o’suvchi deyiladi. 
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2-ta’rif.  ),( ba  oraliqning 12 xx  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 

ikkita nuqtalarsi uchun )()( 12 xfxf   tengsizlik bajarilsa, )(xf  funktsiya ),( ba

oraliqda kamayuvchi deyiladi. 

Oraliqda o’suvchi yoki kamayuvchi funktsiyalar monoton funktsiyalar 

deyiladi. 

Monotonlikning zaruriy va yetarli shartlari: 

1)  ),( ba  oraliqda differentsiallanuvchi )(xfy   funktsiya musbat hosilaga 

ega, ya’ni  ,0)(  xf bo’lsa, funktsiya shu oraliqda o’suvchi bo’ladi; 

2)  ),( ba  oraliqda differentsiallanuvchi )(xfy    funktsiya manfiy hosilaga 

ega, ya’ni ,0)(  xf  bo’lsa, funktsiya shu oraliqda kamayuvchi bo’ladi. 

1-misol. 4623)( 23  xxxxfy    funktsiyaning monotonlik                             

oraliqlarini toping. 

Echish. Birinchi tartibli hosilani topamiz: 

,02,)2(3633)( 222  xxxxxxxfy    

 bundan    2,1 21  xx  kritik nuqtalar bo’lib, ular funktsiyaning aniqlanish 

sohasini );2(,)2;1(,)1;(   oraliqlarga ajratadi. 

Bu oraliqlarning har birida hosilaning ishorasini tekshiramiz. )1;(    

oraliqdan ixtiyoriy nuqta olib, masalan, 2x   bo’lsa, 

042242)2()2()2( 2 f  bњladi. Bunday tengsizlik oraliqning 

istalgan nuqtasi uchun bajariladi (buni tekshirib ko’ring). Demak, )1;(    oraliqda 

funktsiya o’suvchi (o’suvchi funktsiyaning yetarli shartiga asosan). 

)2;1(  oraliqning 0x nuqtasida ,02)0( f bњlib, bu oraliqning 

istalgan nuqtasi uchun, 0)(  xf  tengsizlik bajariladi. Kamayuvchi funktsiyaning 

yetarli shartiga asosan, )2;1(  oraliqda funktsiya kamayuvchi bo’ladi. 

);2(   oraliqning 3х  nuљtasi uchun,  ,0459233)3( 2 f  bњlib, bu 

tengsizlik ham oraliqning istalgan nuqtasi uchun bajariladi, demak, funktsiya );2(   

oraliqda o’suvchi. 

2). Funktsiyaning ekstremumi. Funktsiyaning birinchi tartibli hosilasi no’lga 

teng yoki uzilishga ega bo’ladigan nuqtalari kritik nuqtalar deyiladi. 

3-ta’rif. 0x  nuqtaning shunday atrofi mavjud bo’lsaki, bu atrofning har qanday 

0xx   nuqtasi uchun  )()( 0xfxf   tengsizlik bajarilsa, )(xfy   funktsiya 0x   

nuqtada maksimumga ega  deyiladi. 
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4-ta’rif. 0x   nuqtaning shunday atrofi mavjud bo’lsaki, bu atrofning har qanday 

0xx   nuqtasi uchun )()( 0xfxf    tengsizlik bajarilsa,  )(xfy   funktsiya 0x  

nuqtada minimumga ega deyiladi. 

Funktsiyaning maksimum yoki minimum nuqtalariga ekstremum nuqtalari 

deyiladi. 

Ekstremumga ega bo’lshishinig zaruriy sharti. )(xfy   funktsiya 0x   

nuqtada ekstremumga ega bo’lsa, )( 0xfy   no’lga teng yoki u mavjud bo’lmaydi. 

Eslatma. Har qanday kritik nuqta ham ekstremum nuqtasi bo’lavermaydi. 

Ekstremumning yetarli shartlari.  Birinchi qoida. 0x  nuqta )(xfy   

funktsiyaning kritik nuqtasi bo’lib, funktsiya hosilasi ishorasi bu nuqtadan o’tishda 

ishorasini o’zgartirsa, 0x  nuљta,  funktsiyaning ekstremum nuqtasi, va: 

1) 0x  nuqtadan chapdan o’ngga o’tishda )(xf   o’z ishorasini musbatdan 

manfiyga o’zgartirsa, 0x  nuqtada funktsiya maksimumga; 

2) 0x  nuqtadan chapdan o’ngga o’tishda )(xf    o’z ishorasini manfiydan 

musbatga o’zgartirsa, 0x  nuqtada funktsiya minimumga ega bo’ladi. 

Ikkinchi qoida. 0x  nuqtada birinchi hosila nolga teng, ikkinchi hosila no’ldan 

farqli bo’lsa, 0x  nuqta funktsiyaning ekstremum nuqtasi va : 

1) 0)( 0  xf  bo’lsa, maksimum nuqtasi; 

2) 0)( 0  xf bo’lsa, minimum nuqtasi bo’ladi. 

SHunday qilib, monotonlik oraliqlarini, funktsiya ekstremumini topish uchun, 

oldin funktsiyaning aniqlanish sohasini kritik nuqtalar yordamida monotonlik 

oraliqlariga bo’lish va ularda hosila ishorasini tekshirish kerak. Keyin monotonlik va 

ekstremumning yetarlilik shartlaridan foydalanib, o’sish va kamayish oraliqlarini, 

maksimum va minimum nuqtalarini aniqlaymiz. 

2-misol. 
3

2
26

2

1

3

1
)( 23  xxxxf      funktsiyaninshg ekstremumini birinchi 

qoida bilan tekshiring. 

 Yechish. Kritik nuqtalarni topamiz: 

,06,6)( 22  xxxxxf bunda   ;
2

51

2

6411
2,1





x   

bo’lib, 3,2 21  xx bo’ladi. 

Endi argumentning kritik nuqtalaridan o’tishda funktsiya hosilasining 

ishoralarini tekshiramiz: 

2),3)(2(6)( 2  xxxxxxf   bo’lsa, 03,02  xx bњlib, 
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,0)3)(2(  xx bњladi, ya’ni ishora musbat 2.)(  x bo’lsa,  ;02 x  

,0)3)(2(,03  xxx   ya’ni ishora manfiy(-). Demak, 21 x   nuqtadan 

o’tishda funktsiya hosilasining ishorasi musbatdan manfiyga o’zgaradi. Birinchi 

qoidaga asosan 21 x  nuqtada berilgan funktsiya maksimumga ega bo’ladi. 

.1038)2(6)2(
2

1
)2(

3

1 23
max у  

    Endi -2< х<3 bo’lsa, ;0)2( x  0)3( x  bo’lib, ,0)3)(2(  xx    

hosilaning ishorasi manfiy 3,)(  x  bo’lsa, ;0)2( x   0)3( x   bo’lib, 

,0)3)(2(  xx  musbat (+) bo’ladi. Demak, 32 x   nuqtadan o’tishda funktsiya 

hosilasi ishorasini manfiydan musbatga o’zgartiradi, birinchi qoidaga asosan funktsiya 

32 x  nuqtada minimumga ega bo’ladi. 

       .6653836321331 23
min y  

     3-misol. 496211241)( 234  xxxxxf   funktsiya ekstremumini 

ikkinchi qoida bilan tekshiring. 

Echish. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz: 

.11123)(,6116)( 223  xxxfxxxxf  

endi kritik nuqtalarni topaylik: 

01,065,)65)(1(

)1(6)1(5)1(

66556116

22

2

22323







xxxxxx

xxxxx

xxxxxxxx

 

bundan, 1х  va 

              3,2;
2

15

2

64255
323,2 





 xxx  

bњladi. Demak, kritik nuqtalar:  3,2,1 321  xxx  bo’ladi. Endi ikkinchi 

tartibli hosilaning kritik nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz: 

                      

.021131233)3(

,011121223)2(

,021111213)1(

3

2

2







f

f

f

 

     SHunday qilib, ekstremumga ega bo’lishning ikkinchi qoidasiga asosan, 

3,1 31  xx  nuqtalarda minimum, 22 x  nuqtada funktsiya maksimumga ega 

bo’ladi. .0)3(min;25.0)2(max;0)1(min  fff                                                            
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3). Funktsiyaning eng kichik va eng katta qiymatlari. )(xfy   

funktsiyaning  ba,  kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlarini topish uchun: 

1) kritik nuqtalarni topamiz; 

2) funktsiyaning bu kritik nuqtalardagi va kesmaning chetlaridagi qiymatlarini 

hisoblaymiz; 

3) bu topilgan qiymatlardan eng kichigi funktsiyaning berilgan kesmadagi eng 

kichik qiymati, eng kattasi bu kesmadagi eng katta qiymati bo’ladi. 

4-misol. 52)( 24  xxxfy   funktsiyaning  3;2  kesmadagi eng 

kichik va eng katta qiymatlarini toping. 

Echish. Berilgan funktsiyaning kritik nuqtalarini topamiz. 

,0)1(4,044,44 233  xxxxxxy   

bundan ,  1,0,1 321  xxx  kritik nuqtalar bo’ladi. Funktsiyaning berilgan 

kesmaning chetki nuqtalaridagi hamda kritik nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz: 

 

.6851881

5323)3(4)1(;5)0(;4)1(

,1358165)2(2)2()2(

24

24







fваfff

f

 

Bu  topilganlarni solishtirib, funktsiyaning  3;2  kesmadagi eng kichik va eng 

katta qiymatlari, mos ravishda  68,4  катэкичэ yy  bo’ladi. 

SHuni eslatamizki, funktsiyaning eng kichik va eng katta qiymatini topish katta 

amaliy ahamiyatga ega. 

5-misol. Perimetri )0(2 pp    bo’lgan to’g’ri to’rtburchaklar orasida eng katta 

yuzaga ega bo’lgan to’g’ri to’rtburchak topilsin. 

Echish: Bunday to’g’ri to’rtburchakning asosi x  bo’lsin. Bu holda to’g’ri 

to’rtburchakning balandligi xp  ga, yuzi esa,  

                     )0(,)()( pxxpxxSS     

bo’ladi. 

)(xS  funktsiyaning kritik nuqtalarini topamiz: 

2
,02,2)(

p
xxpxpxS   

kritik nuqta bo’ladi.         .02)2(;2)(  pSxS  

Demak,  )(xS  funktsiya, 
2

p
x    nuqtada maksimumga ega bo’ladi.  
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4

)
2

(
2

2

max

pp
p

p
S  .   

SHunday qilib, eng katta yuzaga ega bo’lgan to’g’ri to’rtburchak tomoni 
2

p
 teng 

bo’lgan kvadratdan iborat ekan. 

4). Funktsiya grafigining qavariqlik, botiqlik oraliqlarini va egilish 

nuqtalarini hosila yordamida tekshirish. Funktsiya grafigining asimptotalari. 

1-ta’rif. )(xfy   funktsiyaning grafigi ),( ba   oraliqning istalgan nuqtasidan 

unga o’tkazilgan urinmadan pastda yotsa, funktsiya grafigi  shu oraliqda qavariq 

deyiladi. 

2-ta’rif. )(xfy   funktsiyaning grafigi ),( ba   oraliqning istalgan nuqtasidan 

unga o’tkazilgan urinmadan yuqorida yotsa, funktsiya grafigi shu oraliqda botiq 

deyiladi. 

3-ta’rif. Funktsiya grafigining qavariq qismini, botiq qismidan ajratuvchi 

))(,( 000 xfxM  nuqta egilish nuqtasi deyiladi. 

Funktsiya grafigining qavariq yoki botiq bo’lishining yetarli shartlari: 

1) ),( ba  oraliqda differentsiallanuvchi )(xfy    funktsiyaning ikkinchi 

tartibli hosilasi manfiy, ya’ni 0)(  xf  bo’lsa, bu oraliqda funktsiya grafigi qavariq 

bo’ladi; 

2) ),( ba   oraliqda differentsiallanuvchi )(xfy   funktsiyaning ikkinchi 

tartibli hosilasi musbat, ya’ni 0)(  xf  bo’lsa,  bu oraliqda funktsiya grafigi botiq 

bo’ladi.  

0)(  xf  va )(xf   mavjud bo’lmagan nuqtalarga 2-tur kritik nuqtalar 

deyiladi. 

Egilish nuqtalari mavjud bo’lishining yetarli sharti. 0х  nuqta )(xfy 

funktsiya uchun ikkinchi tur kritik nuqta bo’lsa va )(xf   ikkinchi tartibli hosila bu 

nuqtadan o’tishda ishorasni o’zgartirsa, 0x  abstsissali nuqta egilish nuqtasi bo’ladi. 

5). Funktsiya grafigining asimptotalari. 4-ta’rif.  )(xfy   funktsiya 

grafigidagi nuqta shu grafik bo’ylab cheksiz uzoqlashganda, undan biror to’g’ri 

chiziqqacha masofa no’lga intilsa, bu to’g’ri chiziq  )(xfy   funktsiya grafigining 

asimptotasi deyiladi. 




)(lim xf
ax

   bo’lsa, ax   to’g’ri chiziq )(xfy   funktsiya grafigining  

 vertikal asimptotasi bo’ladi. 

                      kxxfbва
x

xf
k

xx



)(lim

)(
lim        
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limitlar mavjud bo’lsa, bkxy    to’g’ri chiziq )(xfy   funktsiya grafigining 

og’ma asimptotasi bo’ladi. 0k   bo’lsa,  by   gorizantal asimptota bo’ladi. 

6-misol. Gauss egri chizig’i deb ataluvchi 
2xey   funktsiya  grafigining 

qavariqlik, botiqlik oraliqlarini va egilish nuqtalarini aniqlang. 

Echish. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz: 

     22222

)24()2(2,2)2( 2 xxxxx exxxeexyxexey    

Ikkinchi tartibli hosilani nolga tenglashtirib, ikkinchi tur kritik nuqtalarni topamiz: 

.
2

1
;

2

1
;

2

1
,024,0,0)24( 21

222 22

  xxxxeex xx
 

Bular ikkinchi tur kritik nuqtalar bo’lib, sonlar o’qini      

),
2

1
()

2

1
,

2

1
(,)

2

1
,(  ва  

 oraliqlarga ajratadi. 

),
2

1
(,)

2

1
,(   oraliqlarda 0y  bo’lib, )

2

1
,

2

1
(  

oraliqda 0y  bo’ladi.  

Demak, 

),
2

1
()

2

1
,(  ва  oraliqlarda funktsiya grafigi botiq, 

)
2

1
,

2

1
(   oraliqda funktsiya grafigi qavariq bo’lib, 

2

1
1 x  

nuqtadan o’tishda )(xf   o’z ishorasini musbatdan manfiyga, 
2

1
2 x  nuqtadan 

o’tishda manfiydan musbatga o’zgartiradi. Bu ikkala holda ham egilish bo’ladi: 

 )
1

,
2

1
(

1
)

2

1
().

1
;

2

1
(;

1
)

2

1
( 2

21

1

21

e
M

e
ef

e
M

e
еf эглэгл  

6). Funktsiyani tekshirishning umumiy rejasi. Funktsiyani hosila yordamida 

tekshirishni hisobga olib, funktsiyani tekshirishning quyidagi umumiy rejasini tavsiya 

etamiz: 

1) funktsiyaning aniqlanish sohasini topish hamda argumentning aniqlanish 

sohasi chetlariga  intilganda funktsiya o’zgarishini tekshirish; 

2) funktsiyaning juft-toqligini tekshirish; 

3) funktsiyaning davriyligini aniqlash; 

4) funktsiyaning uzluksizligi, uzilishini tekshirish; 

5) funktsiyaning kritik nuqtalarini aniqlash; 
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6) funktsiyaning monotonlik oraliqlarini va ekstremumini tekshirish; 

7) ikkinchi tur kritik nuqtalarni topish; 

8) funktsiya grafigining qavariqlik, botiqlik oraliqlarini va egilish nuqtalarini 

aniqlash; 

9) funktsiya grafigining asimtotalarini tekshirish; 

10)  imkoniyati bo’lsa funktsiya grafigining koordinat o’qlari bilan kesishish 

nuqtalarini aniqlash; 

11)  yuqoridagi aniqlangan xususiyatlarni hisobga olib, funktsiya grafigini 

yasash. 

     7-misol. 
4

)(
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x
xf   funktsiyani tekshiring. 

     Yechish. Funktsiyani tekshirishning umumiy rejasidan foydalanamiz: 

1) funktsiya maxraji no’lga aylanadigan nuqtalardan boshqa hamma nuqtalarda 

aniqlangan. Maxraj  2,2 21  xx   nuqtalarda no’lga teng, demak, funktsiyaning 

aniqlanish sohasi ),2(),2;2(),2,(    oraliqlardan iborat. Aniqlanish 

oraliqlarining chetlarida funktsiyaning o’zgarishini tekshiramiz: 
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bo’lganligi uchun toq funktsiya; 

3) funktsiya )()( xfTxf   tenglikni qanoatlantirmaydi, demak, davriy 

emas; 

4) funktsiya 2x   nuqtalarda uzilishga ega; 

5) kritik nuqtalarni topamiz: 
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Bundan tashqari 2),(  xxf  nuqtalarda mavjud emas. Demak, kritik nuqtalar: 

32,2,0,2,32 54321  xxxxx    

bo’ladi; 
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6)   ,)32,(   ),32(,)32,2(),2,0(,)0,2(,)2,32(   

oraliqlarning har birida )(xf    ning ishorasini tekshiramiz; 

    ),32()32,(  ва  oraliqlarda )(xf   funktsiya hosilasi musbat, ya’ni 

funktsiya bu oraliqlarda o’suvchi; )32,2(),2,0(,)0,2(,)2,32(    oraliqlarda 

,0)(  xf  ya’ni kamayuvchi 321 x nuqtada funktsiya maksimumga, 325 x   

nuqtada minimumga ega bo’ladi. 0x  kritik nuqtadan o’tishda )(xf   ishorasi 

o’zgarmaydi, demak bu nuqtada ekstremum yo’q. 

              33)32()(min;33)32()(max  fxffxf ; 

7)  ikkinchi tur kritik nuqtalarni topamiz: 
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2,0,0)12(8,0)( 2  xxxxxf  

nuqtalarda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. Demak ikkinchi tur kritik nuqtalar 

2;0;2 321  xxx                 

bo’ladi ; 

8) ),2(,)2,0(,)0,2(,)2,(   oraliqlarda )(xf   ning ishorasini 

tekshiramiz: 3x   bo’lsin. 
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 xuddi shunday 

0)3(,0)1(,0)1(  fff  bo’lib, )2,0()2,( ва  oraliqlarda 

funktsiya grafigi qavariq, ),2()0,2(  ва   oraliqlarda funktsiya grafigi botiq 

bo’ladi. Ikkinchi tartibli hosila har bir ikkinchi tur kritik nuqtada ishorasini 

o’zgartiradi, lekin 2x  da funktsiya uzilishga ega. SHuning uchun faqat 0x  

nuqtada funktsiya grafigi egilishga ega bo’ladi ;0)0( эглf  

9) funktsiya grafigining asimptotalarini topamiz: 
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 Demak,  2,2  xx    funktsiya grafigining vertikal asimgtotalari bo’ladi. 
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SHunday qilib, xy   og’ma asimptota bo’ladi; 

10) 0x  bo’lganda  0y   bo’lib, funktsiya grafigi koordinatalar boshidan 

o’tadi; 

11) yuqoridagi tekshirishga asosan, funktsiya grafigini yasaymiz. (2-chizma) 

 

 

2-chizma 
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