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Annotatsiya. Funktsiya dinamikasi, funktsiya grafigining gavariglik va botiglik
gismlari, egilish nuqtasi, funktsiyani tekshirish, asiptota, Lopital goidasi, ishlab
chigarish xarajatlari, ishlab chigarish limitik xarajati, savdo limitik pul mablag’i,
funktsiya egiluvchanligi, argument va funktsiyaning nisbiy orttirmalari, nisbiy hosila,
nisbiy egiluvchanlik, ikkita funktsiya ko’paytmasi va nisbati egiluvchanliklari,
talabning narxga nisbtan egiluvchanligi, talabning daromadga nisbatan egiluvchanligi,
taklifning narxga nisbatan egiluvchanligi, to’la va o’rtacha xarajatlar egiluvchanliklari.

Annotation. Function dynamics, convex and concave parts of the function
graph, inflection point, function verification, asymptotes, L'Hopital's rule, production
costs, marginal production cost, marginal sales money, function elasticity, relative
increments of the argument and function, relative derivative, relative elasticity,
elasticities of the product and ratio of two functions, price elasticity of demand, income
elasticity of demand, price elasticity of supply, total and average cost elasticities.

Kalit so“zlar: Funktsiya dinamikasi, hosila, funksiya, funktsiyani tekshirish,
funksiyaning monotonligi, funktsiyaning ekstremumi.

Key words: Function dynamics, derivative, function, function verification,
monotonicity of a function, extremum of a function.

1. Differentsial hisob yordamida funktsiya dinamikasini tekshirish
Ma’lumki, tabiat va iqtisodning ko’p qonunlari funktsiya yordamida
modellashtiriladi. Bunday funktsiyalrni bilish ularning gaysi oraliqgda o’suvchi yoki
kamayuvchi hamda ular ganday nugtalarda eng katta va eng kichik giymatlarga
erishishini aniqlash imkonini yaratadi. Bunga o’xshash tekshirishlar funktsiya
dinamikasini anglashga olib keladi.
1). Funktsiyaning monotonligi mezonlari (kriteriyasi).

1-ta’rif. (a,b) oraligning x, > X, tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

ikkita nugtalari uchun, f(x,) > f(X;) tengsizlik bajarilsa, f(x) funktsiya (a,b)
oraliqda o’suvchi deyiladi.
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2-ta’rif.  (a,b) oraligning x, > x, tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
ikkita nugtalarsi uchun f(x,) < f(x,) tengsizlik bajarilsa, f(x) funktsiya (a,b)
oraligda kamayuvchi deyiladi.

Oraligda o’suvchi yoki kamayuvchi funktsiyalar monoton funktsiyalar
deyiladi.

Monotonlikning zaruriy va yetarli shartlari:

1) (a,b) oraliqda differentsiallanuvchi y = f (x) funktsiya musbat hosilaga

ega, ya’ni f'(X) > 0,bo’lsa, funktsiya shu oraligda o’suvchi bo’ladi;

2) (a,b) oraligda differentsiallanuvchi y = f(x) funktsiya manfiy hosilaga
ega, ya’ni f'(x) <0, bo’lsa, funktsiya shu oraligda kamayuvchi bo’ladi.

1-misol. y = f(x) = x° —3/2- x*> —6x+4 funktsiyaning monotonlik
oraliglarini toping.

Echish. Birinchi tartibli hosilani topamiz:

y' = f'(x) =3x% =3x—6=3(x* —x—2), x> —x—2=0,
bundan X, =—1, X, =2 kritik nuqtalar bo’lib, ular funktsiyaning aniqlanish
sohasini (—o;—1),(-1;2),(2;+0) oraliglarga ajratadi.

Bu oraliglarning har birida hosilaning ishorasini tekshiramiz.(—o0;-1)
oraligdan Ixtiyoriy nugta olib, masalan, X = -2 bo’lsa,

f'(-2) = (-2 )? = (-2) -2 =4+ 2 -2 = 4> 0 bwladi. Bunday tengsizlik oraligning
istalgan nuqtasi uchun bajariladi (buni tekshirib ko’ring). Demak, (-«;-1) oraliqda
funktsiya o’suvchi (o’suvchi funktsiyaning yetarli shartiga asosan).

(-1;2) oraligning x=0nuqgtasida f'(0)=-2<0,bmlib, bu oraligning
istalgan nugtasi uchun, f’(x) <0 tengsizlik bajariladi. Kamayuvchi funktsiyaning
yetarli shartiga asosan, (—1;2) oraligda funktsiya kamayuvchi bo’ladi.

(2;+o0) oraligning x =3 nusstasi uchun, '(3)=3"-3-2=9-5=4>0, bmlib, bu
tengsizlik ham oraligning istalgan nugtasi uchun bajariladi, demak, funktsiya (2 ;+o0)

oraligda o’suvchi.

2). Funktsiyaning ekstremumi. Funktsiyaning birinchi tartibli hosilasi no’lga
teng yoki uzilishga ega bo’ladigan nuqtalari Kritik nuqtalar deyiladi.

3-ta’rif. X, nuqtaning shunday atrofi mavjud bo’lsaki, bu atrofning har qanday
X # X, nugtasi uchun f(x )< f(X,) tengsizlik bajarilsa, y = f(x) funktsiya X,

nugtada maksimumga ega deyiladi.
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4-ta’rif. X, nuqtaning shunday atrofi mavjud bo’Isaki, bu atrofning har qanday
X # X, hugtasi uchun f(x )> f(x,) tengsizlik bajarilsa, y = f(x) funktsiya x,
nugtada minimumga ega deyiladi.

Funktsiyaning maksimum yoki minimum nuqgtalariga ekstremum nuqtalari
deyiladi.

Ekstremumga ega bo’lshishinig zaruriy sharti. y = f(Xx) funktsiya X,
nuqtada ekstremumga ega bo’lsa, y' = f'(X,) no’lga teng yoki u mavjud bo’lmaydi.

Eslatma. Har qanday kritik nugta ham ekstremum nugqtasi bo’lavermaydi.

Ekstremumning yetarli shartlari. Birinchi goida. x, nugta y = f(X)
funktsiyaning kritik nuqtasi bo’lib, funktsiya hosilasi ishorasi bu nuqtadan o’tishda
ishorasini o’zgartirsa, X, nussta, funktsiyaning ekstremum nuqtasi, va:

1) X, nuqtadan chapdan o’ngga o’tishda f’'(X) o’z ishorasini musbatdan
manfiyga o’zgartirsa, X, nuqtada funktsiya maksimumga;

2) X, nuqtadan chapdan o’ngga o’tishda f’(X) 0’z ishorasini manfiydan
musbatga o’zgartirsa, X, nugtada funktsiya minimumga ega bo’ladi.

Ikkinchi goida. X, nuqtada birinchi hosila nolga teng, ikkinchi hosila no’ldan
farqli bo’lsa, X, nugta funktsiyaning ekstremum nuqtasi va :

1) £"(Xy) <0 bo’lsa, maksimum nugtasi;

2) 1"(xy) > 0bo’lsa, minimum nugqtasi bo’ladi.

SHunday qilib, monotonlik oraliglarini, funktsiya ekstremumini topish uchun,
oldin funktsiyaning aniqglanish sohasini kritik nugtalar yordamida monotonlik
oraliglariga bo’lish va ularda hosila ishorasini tekshirish kerak. Keyin monotonlik va
ekstremumning yetarlilik shartlaridan foydalanib, o’sish va kamayish oraliglarini,
maksimum va minimum nugtalarini aniglaymiz.

1 1 2 N L
2-misol. f(x)= 3 X3 5 X2 —BX + 2§ funktsiyaninshg ekstremumini birinchi
goida bilan tekshiring.

Yechish. Kritik nugtalarni topamiz:

+ . +
f'(x)=%x*-x-6, x*~x-6=0,bunda X, :1—\/124'746 :1;5;

Endi argumentning kritik nuqgtalaridan o’tishda funktsiya hosilasining
ishoralarini tekshiramiz:

f'(x)=x*> —x—6=(x+2)(x—3), X<-2 bo’lsa, X+2<0, Xx—3<0bmlib,
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(X + 2)(x —3) > 0, bmladi, ya'ni ishoramusbat(+) . x > —2bo’lsa, X+2>0;
X—3<0, (X+2)(x—3) <0, ya’ni ishora manfiy(-). Demak, X; =—2 nugtadan

o’tishda funktsiya hosilasining ishorasi musbatdan manfiyga o’zgaradi. Birinchi
goidaga asosan X, = —2 nugqtada berilgan funktsiya maksimumga ega bo’ladi.

Loyt g _
ymax_s( 2) 2(2) 6(-2) +8/3=10.

Endi -2<x<3 bo’lsa, (X+2)>0; (x—3)<0 bo’lib, (x+2)(x—3)<0,
hosilaning ishorasi manfiy (-),x>3 bo’lsa, (x+2)>0; (x—3)>0 bo’lib,
(X+ 2)(x—3) >0, musbat (+) bo’ladi. Demak, X, =3 nugqtadan o’tishda funktsiya
hosilasi ishorasini manfiydan musbatga o’zgartiradi, birinchi qoidaga asosan funktsiya
X, =3 nuqtada minimumga ega bo’ladi.

y.. =1/3.3%-1/2.32 -6.3+8/3=—65/6.

3-misol. f(x) = ]/4- x* —2x3 +11/2 X% —6x+9/4 funktsiya ekstremumini
ikkinchi qoida bilan tekshiring.

Echish. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz:

f'(x)=x>-6x?+11x—6, f"(x)=3x*-12x+11.
endi kritik nuqgtalarni topaylik:
X2 —6x? +11x— 6 = x> —x* —=5x* +5x+6x—6 =
=x?(x—1) -5x(x—-1) +6(x—1) =
= (x-1)(x* -5x+6), x*-5x+6=0, x—1=0

bundan, x =1 va

 5+.25-4.6 5+1

X5 3 > > ; X, =2, X3 =3

bmladi. Demak, kritik nugtalar: x;, =1, X, =2, X3 =3 bo’ladi. Endi ikkinchi
tartibli hosilaning kritik nuqgtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:
f"(1)=3-1°-12-1+11=2>0,
f"(2)=3-2%-12.2+11=-1<0,
f"(3)=3-3-12-3+11=2>0.
SHunday qilib, ekstremumga ega bo’lishning ikkinchi qoidasiga asosan,
X; =1, X3 =3 nugtalarda minimum, X, =2 nuqtada funktsiya maksimumga ega

bo’ladi. min f(1) =0; max f(2)=0.25; min f(3)=0.
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3). Funktsiyaning eng Kkichik va eng katta giymatlari. y= f(x)
funktsiyaning [a, b] kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlarini topish uchun:

1) kritik nugtalarni topamiz;

2) funktsiyaning bu kritik nugtalardagi va kesmaning chetlaridagi giymatlarini
hisoblaymiz;

3) bu topilgan giymatlardan eng kichigi funktsiyaning berilgan kesmadagi eng
Kichik giymati, eng kattasi bu kesmadagi eng katta qiymati bo’ladi.

4-misol. y=f(x)=x*-2x*+5 funktsiyaning [-2;3] kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlarini toping.

Echish. Berilgan funktsiyaning kritik nugtalarini topamiz.

y' =4x3 —4x, 4x3-4x=0, 4x(x*-1)=0,
bundan , X; =-1, X, =0, X3 =1 kritik nuqtalar bo’ladi. Funktsiyaning berilgan
kesmaning chetki nugtalaridagi hamda kritik nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:

f(-2)=(-2)* —2(-2)* +5=16-8+5=13,
f(-1)=4; f(0)=5; f(1)=4 6a f(3)=3*-2.3%+5=
=81-18+5=068.
Bu topilganlarni solishtirib, funktsiyaning [— 2;3] kesmadagi eng kichik va eng
katta giymatlari, mos ravishda Yy, .. =4, Y,.., =08 bo’ladi.
SHuni eslatamizki, funktsiyaning eng kichik va eng katta qiymatini topish katta

amaliy ahamiyatga ega.

5-misol. Perimetri 2p(p > 0) bo’lgan to’g’ri to’rtburchaklar orasida eng katta
yuzaga ega bo’lgan to’g’ri to’rtburchak topilsin.

Echish: Bunday to’g’ri to’rtburchakning asosi X bo’lsin. Bu holda to’g’ri
to’rtburchakning balandligi p — X ga, yuzi esa,

S=S(X)=x(p-x), (O<x<p)
bo’ladi.
S(x) funktsiyaning kritik nugtalarini topamiz:

S'(X)=p-2x, p—2x=0, x:g

kritik nuqta bo’ladi. S"(x)=-2; S"(p/2)=-2<0.

Demak, S(x) funktsiya, X = g nuqgtada maksimumga ega bo’ladi.
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2

P Py_P
Sy =—(p——)=—.
max =5 (P=2) =7
SHunday qilib, eng katta yuzaga ega bo’lgan to’g’ri to’rtburchak tomoni g teng

bo’lgan kvadratdan iborat ekan.

4). Funktsiya grafigining qavariqglik, botiglik oraliglarini va egilish
nugtalarini hosila yordamida tekshirish. Funktsiya grafigining asimptotalari.

1-ta’rif. y = f(X) funktsiyaning grafigi (a,b) oraligning istalgan nugtasidan
unga o’tkazilgan urinmadan pastda yotsa, funktsiya grafigi shu oraliqgda gavariq
deyiladi.

2-ta’rif. y = f (x) funktsiyaning grafigi (a,b) oraligning istalgan nugtasidan
unga o’tkazilgan urinmadan yuqorida yotsa, funktsiya grafigi shu oraliqda botiq
deyiladi.

3-ta’rif. Funktsiya grafigining qavariq qismini, botiq gismidan ajratuvchi
M (X, T(Xq)) nugta egilish nugtasi deyiladi.

Funktsiya grafigining qavariq yoki botiq bo’lishining yetarli shartlari.

1) (a,b) oraligda differentsiallanuvchi y = f(x) funktsiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi manfiy, ya’ni f”(x) <0 bo’lsa, bu oraliqda funktsiya grafigi qavariq
bo’ladi;

2) (a,b) oraliqda differentsiallanuvchi y = f(x) funktsiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi musbat, ya’ni f"(x) >0 bo’lsa, bu oraliqda funktsiya grafigi botiq
bo’ladi.

f"(x)=0 va f"(x) mavjud bo’lmagan nugqtalarga 2-tur Kkritik nugtalar
deyiladi.

Eqilish nugtalari mavjud bo’lishining yetarli sharti. x, nugta y = f(X)
funktsiya uchun ikkinchi tur kritik nuqta bo’lsa va f"(x) ikkinchi tartibli hosila bu
nuqtadan o’tishda ishorasni o’zgartirsa, X, abstsissali nugta egilish nuqtasi bo’ladi.

5). Funktsiya grafigining asimptotalari. 4-ta’rif. y= f(x) funktsiya
grafigidagi nuqta shu grafik bo’ylab cheksiz uzoqlashganda, undan biror to’g’ri
chiziggacha masofa no’lga intilsa, bu to’g’ri chiziq Yy = f(x) funktsiya grafigining
asimptotasi deyiladi.

lim f(x) =00 bo’lsa,Xx=a to’g’ri chiziq y = f (X) funktsiya grafigining

X—a

vertikal asimptotasi bo’ladi.

k= 1im X g b= lim[f (x) - kx]

X—0o X X—>00
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limitlar mavjud bo’lsa, y=kx+b to’g’ri chiziq y = f(X) funktsiya grafigining
og’ma asimptotasi bo’ladi. K =0 bo’lsa, y=Db gorizantal asimptota bo’ladi.
2
6-misol. Gauss egri chizig’i deb ataluvchi y=e™* funktsiya grafigining

gavariqlik, botiglik oraliglarini va egilish nugtalarini aniglang.
Echish. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz:

—e X (2x) =2xe X, y' = —le’e‘x2 L (2% )XJ: (4x% —2)e ™
Ikkinchi tartibli hosilani nolga tenglashtirib, ikkinchi tur kritik nugtalarni topamiz:

1 1 1
4x2 2™ =0, e #0,4x2-2=0, X2 =2; X =1 X, =
e 2 TR TR
Bular ikkinchi tur kritik nuqtalar bo’lib, sonlar o’qini

1
(=00, =—=).( ) ea (=
V2o f V2 72

oraliglarga ajratadi.
(—o0 —i) (i + o0) oraliglarda y" > 0 bo’lib (—i i)
] \/5 H \/E! b \/E ] \/E

oraligda y” < 0 bo’ladi.
Demak,

+ o) oraliglarda funktsiya grafigi botiq,

1 1
(_Ooi__) ea (_’
J2iot 2
(- ——) oraliqda funktsiya grafigi qavariq bo’lib, X, = ——
o N
1
nuqtadan o’tishda f"(x) o’z ishorasini musbatdan manfiyga, X, =ﬁ nugtadan

o’tishda manﬁydan musbatga o’zgartiradi. Bu ikkala holda ham egilish bo’ladi:
1 1 1 1 1 1 1
—(——)—e M. ( f.(=)=e" =% M,(=,-7)
2 & MR g e 2 Ve
6). Funktsiyani tekshirishning umumiy rejasi. Funktsiyani hosila yordamida
tekshirishni hisobga olib, funktsiyani tekshirishning quyidagi umumiy rejasini tavsiya
etamiz:
1) funktsiyaning aniglanish sohasini topish hamda argumentning aniglanish
sohasi chetlariga intilganda funktsiya o’zgarishini tekshirish;
2) funktsiyaning juft-togligini tekshirish;
3) funktsiyaning davriyligini aniglash;
4) funktsiyaning uzluksizligi, uzilishini tekshirish;

5) funktsiyaning kritik nugtalarini aniglash;
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6) funktsiyaning monotonlik oraliglarini va ekstremumini tekshirish;
7) ikkinchi tur kritik nugtalarni topish;

8) funktsiya grafigining gavariglik, botiglik oraliglarini va egilish nugtalarini
aniglash;

9) funktsiya grafigining asimtotalarini tekshirish;

10) imkoniyati bo’lsa funktsiya grafigining koordinat o’qlari bilan kesishish
nugtalarini aniglash;

11) yugoridagi aniglangan xususiyatlarni hisobga olib, funktsiya grafigini
yasash.
3

X 1 funktsiyani tekshiring.

7-misol. f(X) =—
X

Yechish. Funktsiyani tekshirishning umumiy rejasidan foydalanamiz:
1) funktsiya maxraji no’lga aylanadigan nugtalardan boshga hamma nuqtalarda
aniglangan. Maxraj X, =—2,X, =2 nuqtalarda no’lga teng, demak, funktsiyaning
aniglanish sohasi (—o0,—2), (-2;+2), (2,+ ) oraliglardan iborat. Aniglanish

oraliglarining chetlarida funktsiyaning o’zgarishini tekshiramiz:

. x3 . 3x%2 3. X8
lim = |lim — == lim X=—o0, lim Ilim = 400,
x—>—0 X4 _4 X0 2X = 2 x> x—>-2-0 X< —4
3 3 3 3
lim lim =00, |im =—o0, |lim = +o0, |im = 0
x>-2+40  x2 _4 x—>2-0 x2 _ 4 x—>2+0 X2 _ 4 x40 X2 — 4
3 3
—X X
2) f(—x) = (=) =— =—f(x)

(-x)? =4  x*-4
bo’lganligi uchun toq funktsiya;
3) funktsiya f(x+T)= f(x) tenglikni ganoatlantirmaydi, demak, davriy
emas;
4) funktsiya x =+2 nugqtalarda uzilishga ega;
5) kritik nugtalarni topamiz:

, x4 (x% -4)-x*2x  x*-12x?
F'()= 2 2 =2 2
(x°—4) (x=—4)
Bundan tashqgari f'(x), x=+2 nuqtalarda mavjud emas. Demak, kritik nuqgtalar:
X, =—233, X, =2, X3 =0, X, =2, X5 =2-/3
bo’ladi;

f'(x)=0, x=0, x=123..
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6) (—o—2+/3), (24/3,-2),(-2,0), (0,2),(2,24/3), (2+/3,+)
oraliglarning har birida f'(x) ning ishorasini tekshiramiz;

(00— 2+/3) 6a (—2+/3,+%) oraliglarda f’(x) funktsiya hosilasi musbat, ya’ni
funktsiya bu oraliglarda o’suvchi; (—2x/§,— 2),(-2,0), (0,2),(2,2x/§) oraliglarda
f'(x) <0, ya’ni kamayuvchi X; = —2+/3 nuqgtada funktsiya maksimumga, Xs = 2/3
nugtada minimumga ega bo’ladi. X =0 kritik nuqtadan o’tishda f'(X) ishorasi
o’zgarmaydi, demak bu nuqtada ekstremum yo’q.

max f (x) = f(—2+/3) = -3+/3; min f(x) = f (2+/3) =3/3;
7) ikkinchi tur kritik nugtalarni topamiz:
X2 (x* =12)  (4x° - 24x)(x* —4)* —x*(x* —=12)-2-(x* - 4)-2x _

P ey (2 ~ 4"
(A% = 24x) (X2 - 4) - 4x3(x* -12)  8x(x® +12)
- (x2 — 4)° (X2 -4)®

f"(x)=0, 8x(x*+12)=0, x=0, x==2
nuqtalarda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. Demak ikkinchi tur kritik nuqtalar

X, ==2; X, =0; X3=2
bo’ladi ;

8) (—,—2),(-2,0), (0,2), (2,+) oraliglarda f"(x) ning ishorasini
tekshiramiz: x=-3 bo’lsin.

o 8CI|Y? +12) 2421 504
N (-32-4] 5 125 <7

xuddi shunday

f"(-<1) >0, f"(1) <0, f"(3)>0 bo’lib, (—wo,—2) sa (0,2) oraliglarda
funktsiya grafigi qavarig, (-2,0) ea (2,+) oraliglarda funktsiya grafigi botiq
bo’ladi. Ikkinchi tartibli hosila har bir ikkinchi tur kritik nuqtada ishorasini
o’zgartiradi, lekin X =22 da funktsiya uzilishga ega. SHuning uchun fagat x=0
nugtada funktsiya grafigi egilishga ega bo’ladi f(0),,, =0;

9) funktsiya grafigining asimptotalarini topamiz:

3 %3

lim =400 ga lim

= o0,
x—2+0 x2 _ 4 x—>-240 x2 _ 4

Demak, x=-2, x=2 funktsiya grafigining vertikal asimgtotalari bo’ladi.
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k=|imM=IimX—3=1, b:Iim[f(x)—kx]:Iim( X —xj:

Xx—wo X X—>00 X(X2 — 4) X—>00 X—>00 )(2 4
X -x4x L Ax % 0
lim 5 == lim ——— = lim =—=0.
X—>00 X° —4 Xx—0 X —4 x> 1_% 1

SHunday qilib, y = X og’ma asimptota bo’ladi;

10) x=0 bo’lganda y =0 bo’lib, funktsiya grafigi koordinatalar boshidan
o’tadi;

11) yuqoridagi tekshirishga asosan, funktsiya grafigini yasaymiz. (2-chizma)

A

y
! \/ y=x
_zi A §+2 X'
2-chizma
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