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Annotatsiya. Ushbu maqolada matematik analizning muhim bo‘limlaridan biri
bo‘lgan chegaralanmagan funksiyaning xosmos (improper) integrali nazariyasining asosiy
tushunchalari va xossalari keng yoritilgan. Chegaralanmagan funksiyalar ta’rifi, ularning
integrallanuvchanlik shartlari, xosmos integralning paydo bo‘lish sabablari va hisoblash
usullari ilmiy asoslarda bayon gilinadi. Shuningdek, integralning yaginlashishi
(konvergentligi) va uzoqlashishi (divergentligi) uchun zarur bo‘lgan mezonlar, tagqoslash
usullari, limitli tekshiruvlar hamda ularning amaliy misollardagi qo‘llanilishi ko‘rsatib
beriladi. Maqolada berilgan nazariy ma’lumotlar va misollar talabalarga xosmos integrallar
mohiyatini chuqur tushunishga, matematik tahlil ko ‘nikmalarini mustahkamlashga yordam
beradi. Mazkur ish oliy ta’limda matematik analiz kursi bo‘yicha o‘rganiladigan
mavzularni kengaytirish hamda ilmiy izlanishlar uchun dastlabki metodik asos sifatida

xizmat qiladi.

Kalit so’zlar: Chegaralanmagan funksiya, xosmos integral, improper integral,
yaginlashish, uzoglashish, konvergentlik, divergentlik, cheksiz oralig, limit orgali integral,

taggoslash mezoni, p-integral.
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Abstract. This article extensively covers the basic concepts and properties of the
theory of the improper integral of an unbounded function, which is one of the important
sections of mathematical analysis. The definition of unbounded functions, the conditions
for their integrability, the reasons for the appearance of the improper integral and the
calculation methods are explained on a scientific basis. Also, the criteria necessary for the
convergence and divergence of the integral, comparison methods, limit checks, and their
application in practical examples are shown. The theoretical information and examples
provided in the article will help students to deeply understand the essence of improper
integrals and strengthen their mathematical analysis skills. This work serves as an initial
methodological basis for expanding the topics studied in the mathematical analysis course

in higher education and for scientific research.

Keywords: Unbounded function, proper integral, improper integral, approximation,
divergence, convergence, divergence, infinite interval, integral over the limit, comparison

criterion, p-integral.

AHHOTanus. B ctaTthe noipoOHO paccMaTpUBaOTCS OCHOBHbBIE TIOHSTHS M CBOIMCTBA
TEOpHH HECOOCTBEHHOTO MHTErpajia OT HEOTPAHUYEHHON (DYHKIMU, SBIIAIOLICICS OOHUM
M3 BAXHBIX pPa3lejioB MaTeMaTU4YECKOro aHaiu3a. Ha HaydHOW OCHOBE H3JIararoTcs
ONpeJeeHNe HEOrPaHUYEHHBIX (YHKLMMA, YCIOBUA HX HMHTETPUPYEMOCTH, MPUUYHHBI
MOSIBJIICHHUS. HECOOCTBEHHOTO MHTErpaia U METO/bl €r0 BhIYMCICHUS. Takxke NMpUBOAATCA
KPUTEPUM CXOAUMOCTM M DPACXOAMMOCTH HHTETpajga, METOAbl CPaBHEHMS, IPOBEPKHU
MPENETIOB W MX NPUMEHEHHE B MNPAKTUYECKUX IpuMepax. [IpuBenéHHble B cTaThe
TEOPETUYECKHE CBEACHUS U MPUMEPbl OMOTYT CTYACHTaM IIy0)Ke MOHATH CYIIHOCTb
HECOOCTBEHHBIX MHTErPAJIOB M 3aKPENHUTh HABBIKM MaTEMaTHYECKOro aHanuza. Pabota
CIIY’)KUT MCXOJHOM METOoJWYecKoM 0a3oM JuIsi pacliupeHusi TEMaTUKH Kypca

MAaTCMAaTUYICCKOTO aHaJIN34a B By3aX U OJI1 MPOBCACHUSA HAYUYHBIX HCCHCﬂOBaHHﬁ.

KiarwueBbie ciaoBa: Heorpanuuennas (QyHKIus, COOCTBEHHBIM WHTErpal,
HECOOCTBEHHBIM MHTETpas, MPUOIIKEHUE, PACXOIUMOCTh, CXOJIUMOCTb, PACXOIUMOCTD,

OECKOHEYHbI MHTEPBAJ, UHTErpaJl HAJ MPEEIOM, KPUTEPUN CpaBHEHUS, p-UHTETPaJl.
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Kirish: Matematik analizning muhim yo‘nalishlaridan biri bo‘lgan integrallar
nazariyasi turli funksiyalarni tadqig etish, ularni amaliy jarayonlarga qo‘llash va
modellashtirishda katta ahamiyatga ega. Biroq barcha funksiyalarni oddiy Riman integrali
yordamida integrallab bo‘lmaydi.Chegaralanmagan funksiyaning xosmos integrali —
funksiya biror nugtada yoki oralig bo‘ylab chegaralanmagan holda o‘zgaradigan, ammo
integralni limit orgali aniglash mumkin bo‘lgan maxsus integral turidir. Bu integrallar
matematikadagina emas, balki fizika, mexanika, iqtisodiyot, ehtimollar nazariyasi va
texnika fanlarida ham keng qo‘llaniladi. Masalan, potentsial maydonlar, elektr zaryadlar
zichligi, tagsimot funksiyalari, hamda jarayonlarning uzoq masofadagi yoki noldagi xatti-

harakatlarini o‘rganishda xosmos integrallar alohida o‘rin tutadi.
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali.

Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi funksiyaning

chegaralanganligi edi.

Endi f(x) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Aniqrog‘i, ixtiyoriy &0, (e<b-a)
uchun f(x) funksiya [a;b-&] da chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, b nugtaning
atrofidagina chegaralanmagan bo‘lsin. Bu holda b nugta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi deb

ataladi.

t
Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun If (X)dx integral mavjud bo‘lib, u fagat t

o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:
t
j f (x)dx =F(t), a<t<b.

1-ta’rif. Agar t—b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan

b
f(x) funksiyaning [a;b) oraligdagi xosmas integrali deyiladi va u If (x)dx kabi belgilanadi.

Demak,
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b t
! f ()dx = lim F(®)= lim j f (x)dx

Agar t—b-0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chekli bo‘lsa, xosmas integral

yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya esa [a;b) da integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

b
Agar t—b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, jf (x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqorida limit mavjud bo‘lmagan holda ham biz xosmas integralni

uzoqlashuvchi deymiz.

Xuddi yuqgoridagidek, a nugta f(x) ning maxsus nuqtasi bo‘lganda (a;b] oraliq bo‘yicha

xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraligda berilgan bo‘lib, a nuqta shu funksiyaning maxsus nugtasi

bo‘lsin. Bu funksiya (a;b] ning istalgan [t;b] (a<t<b) gismida integrallanuvchi, ya’ni ushbu
b
j f (x)dx =F(t)
t

integral mavjud bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar t—a+0 da F(t) funksiyaning tIimOF(t) limiti mavjud bo‘lsa, bu limit

b
chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a;b] oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi va u jf (x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

b b
! f ()dx = lim F(®)= lim ! f (x)dx.

b
Agar t »> a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, If(x)dx Xosmas

integral yaginlashuvchi, f(x) esa (a;b] da integrallanuvchi funksiya deyiladi. Agar t— a+0 da
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b
F(t) ning limiti cheksiz bo‘lsa, u holda .[f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Yugoridagi limit mavjud bo‘lmagan holda ham biz integralni uzoglashuvchi deymiz.
Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nugtasida lim f (x) = bo‘lsa, u holda

aniq integralning additivlik xossasiga o‘xshash integralni ikkita integralning yig‘indisi

ko‘rinishda ifodalaymiz:

7—Cc+0

jl f (x)dx :j f (x)dx +.T f(x)dx = tEET—IOj f(x)dx+ lim j‘ f (x)dx.

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u holda xosmas integral

yaqginlashuvchi deyiladi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Geometrik nugtai nazardan chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali y=f(x) egri
chiziqg, y=0, x=a, x=Db to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan va x—b-0 da (x—a+0, x—>c#0) Oy

0°‘qi yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga ega ekanligini anglatadi (8-rasm).

y=ix)

y<t y=fix)

o+aE X

a bz b a ats b a

8-rasm

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari
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b
Quyida maxsus nugtasi b bo‘lgan f(x) funksiyaning [a;b) oraliq bo‘yicha olingan j f (x)dx

xosmas integralining xossalarini keltiramiz. Bu xossalarni maxsus nugtasi a bo‘lgan

funksiyaning (a;b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integrallari uchun ham bayon qilish mumkin.

1% Agar f(x) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu

funksiyaning [c;b), (a<c<b) oraliq bo‘yicha integrali ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda
b c b
j f (x)dx = j f (x)dx + j f (x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

b b
2°. Agar .[f (x)dx va _[(o(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy «,

sonlar uchun
b
[ (@ £+ Bo(x)dx
integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,
b b b
j (a f (X) £ Bo(X)dx=c j f(x)dx+ S j o(X)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b
3% Agar I f (x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lib, [a;b) da f(x)>0
bo‘lsa, u holda
b
[ f (dx=0

bo‘ladi.
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b b
4°, Agar If (x)dx va Jgp(X)dX integrallar yaqinlashuvchi bo‘lib, [a;b) da f(x) < ¢(x)

bo‘lsa, u holda
b b
j f (x)dx < j o (X)dx

bo‘ladi.
59. f(x) va ¢(x) funksiyalar [a;b) da uzluksiz bo‘lib, b esa ularning maxsus nuqtasi va 0 <

f(X)<p(x), xe[a;b) bo‘lsin. U holda

b b
a) Jgo (X)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, _[ f (X)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi;

b b
b) I f (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, I(p(X)dX ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Misol tarigasida 3° xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xossalar bevosita xosmas integral

va uning yaqinlashuvchiligi ta’riflaridan kelib chigadi.

30 xossaning isboti. Aniq integralning xossalariga asosan f(x)=0 bo‘lsa, ixtiyoriy te[a;b)

t
uchun _[ f (xX)dx > 0 bo‘ladi. Bundan

b t
!f (dx = lim !f (x)dx >0

ekanligi kelib chigadi.
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