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Annotatsiya. Ushbu akademik magola Umumiy Avtoregressiv-
Sirg'aluvchi O'rtacha (ARMA) jarayonlarini chuqur o'rganadi. Maqgolada
ARMA modellarining nazariy asoslari, ya'ni avtoregressiv (AR) va sirg'aluvchi
o'rtacha (MA) komponentlari batafsil tahlil qilinadi. Statsionarlik va
invertibillik shartlarining ARMA modellarining mustahkamligi va talgin
gilinishi uchun muhimligi yoritiladi. Shuningdek, Box-Jenkins metodologiyasi
doirasida modelni identifikatsiyalashda Avtokorrelatsiya Funksiyasi (ACF) va
Qisman Avtokorrelatsiya Funksiyasi (PACF) dan foydalanish usullari
ko'rsatilgan. Parametrlarni baholash va model diagnostikasi jarayonlari ham
muhokama qilinadi. Magola ARMA jarayonlarini shakllantirishning amaliy
jihatlariga e'tibor qaratib, vaqt gatorlari tahlilida ularning muhim rolini
ta'kidlaydi.

Kalit so‘zlar: VVaqt gatorlari, avtoregressiv, sirg'aluvchi o'rtacha, ARMA,
statsionarlik, invertibillik, ACF, PACF, Box-Jenkins

Kirish. Vaqt gatorlari tahlili ko'plab fan sohalarida, jumladan, igtisodiyot,
moliyaviy tahlil, muhandislik va atrof-muhit fanlarida ma‘lumotlarni tahlil

gilishning muhim vositasi hisoblanadi. Vaqt qatorlari bir vaqgtning o'zida
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ketma-ket qayd etilgan kuzatuvlar to'plamidir va ularning o'ziga Xxos
xususiyatlari, xususan, kuzatuvlar orasidagi o'zaro bog'ligliklar mavjudligi,
standart statistik modellardan fargli yondashuvlarni talab giladi. Bunday
yondashuvlardan biri Umumiy Avtoregressiv-Sirg'aluvchi O'rtacha (ARMA)
jarayoni bo'lib, u vaqt gatorlaridagi murakkab dinamikani modellashtirishda
keng qo'llaniladi. ARMA modellari vaqgt gatorining o'tgan qiymatlari
(avtoregressiv gism) va o'tgan xatoliklar (sirg'aluvchi o'rtacha gism)
kombinatsiyasi orgali joriy giymatni prognoz qgilishga imkon beradi. Ushbu
macgolada ARMA jarayonining nazariy asoslari, uning muhim shartlari,
identifikatsiyalash usullari, parametrlarni baholash va amaliy qo'llash jihatlari
chuqur o'rganiladi. Magola ARMA jarayonlarini shakllantirishning ilmiy va
amaliy jihatlariga oid tushunchalarni kengaytirishni magsad gilgan.

Asosiy qism. ARMA(p,q) jarayoni vaqt gatorini modellashtirishning
qudratli vositasi bo'lib, u avtoregressiv (AR) va sirg'aluvchi o'rtacha (MA)
modellarining kombinatsiyasidir. AR(p) modeli vagt gatorining joriy giymatini
o'tgan p-ta giymatlarining chizigli kombinatsiyasi va tasodifiy xatolik orgali
ifodalaydi. Matematik jihatdan u quyidagicha yoziladi:

Bu yerda yt joriy vaqtdagi kuzatuv, fi avtoregressiv koeffitsientlar, et esa
0q shovqin jarayonidir (ya'ni, o'rtacha giymati nolga teng, doimiy dispersiyaga
ega va korrelatsiyalashmagan xatoliklar). AR modeli "xotiraga" ega
jarayonlarni modellashtirish uchun javob beradi, bunda vaqt gatorining joriy
holati uning o'tgan holatlaridan bog'liq bo'ladi.

MA(q) modeli esa vaqt gatorining joriy giymatini og shovginning joriy va
o'tgan g-ta giymatlarining chizigli kombinatsiyasi orgali ifodalaydi. MA(1)
modelini misol qgilib oladigan bo'lsak, u yt = et + get-1 ko'rinishida bo'ladi, bu
yerda et og shovqin zarbasi, g esa sirg'aluvchi o'rtacha koeffitsientidir [3].
Umumiy MA(q) modeli esa quyidagicha yoziladi:

Bu yerda yt joriy vaqtdagi kuzatuv, m o'rtacha giymat, qi sirg'aluvchi

o'rtacha koeffitsientlar, et esa og shovqin jarayonidir. MA modeli vaqt
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gatoridagi "shoklarning" targalish effektini modellashtirish uchun ishlatiladi,
bunda joriy giymat nafagat joriy shovgindan, balki o'tgan shovginlardan ham
ta'sirlanadi. MA(1) jarayoni uchun shartli bo'Imagan o'rtacha 0 ga, shartli
bo'Imagan dispersiya esa s"2(1+g"2) ga teng bo'lib, q ning absolut giymati
oshishi bilan ortadi [3].

ARMA(p,q) modeli AR(p) va MA(g) modellarini birlashtirib, vaqt
gatoridagi ham avtoregressiv, ham sirg'aluvchi o'rtacha xususiyatlarni bir
vaqgtning o'zida modellashtirish imkonini beradi:

ARMA modellarini qgo'llashda ikkita muhim shart — statsionarlik va
invertibillik — modelning mustahkamligi va ishonchliligini ta'minlash uchun
hal giluvchi ahamiyatga ega.

Statsionarlik: Vagt gatorining statsionarligi uning statistik xususiyatlari
(o'rtacha, dispersiya va avtokovariatsiya) vaqgt o'tishi bilan o'zgarmasligini
anglatadi. Qat'iy statsionarlik va zaif statsionarlik tushunchalari mavjud bo'lib,
ARMA modellarida odatda ikkinchisi talab gilinadi. AR modeli statsionar
bo'lishi uchun uning avtoregressiv koeffitsientlari yig'indisi birdan kichik
bo'lishi talab etiladi. Bu shart, modelning vaqt o'tishi bilan doimiy dispersiyani
saglashini va uzoq kuzatuvlarning yagin kuzatuvlarga nisbatan ko'proq ta'sir
ko'rsatmasligini ta'minlaydi [1]. MA(1) jarayonlari har doim kovariatsiya
statsionar hisoblanadi [3].

Statsionarlikni tekshirishning qo'shimcha usuli sifatida avtokorrelatsiya
funksiyasining tezda nolga yaqinlashib borishini kuzatish ham mavjud [1].
Statsionar bo'Imagan vaqt qatorlari bilan ishlashda, ular odatda farglash
(differencing) orqgali statsionar holga keltiriladi. Bu jarayon avtoregressiv
integral-sirg'aluvchi o'rtacha (ARIMA) modellarining asosini tashkil etadi.

Invertibillik: MA modeli uchun invertibillik sharti, modelning cheksiz AR
reprezentatsiyasi sifatida ifodalanishi mumkinligini anglatadi. MA(1) jarayoni
uchun invertibillik sharti |g|<1 bo'lib, bu shart ostida u cheksiz avtoregressiv
ko'rinishda (yt = et + qyt-1 - g"2yt-2 + g"3yt-3 - ...) konvergensiya giladi [3].
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Invertibillik, MA komponentasining oq shovgin xatoliklari o'tgan kuzatuvlar
yordamida baholanishi mumkinligini ta'minlaydi, bu esa modelni talgin gilish
va parametrlarini baholash uchun muhimdir. Statsionarlik kabi, invertibillik
ham modelning doimiy dispersiyasini va uzoq kuzatuvlarning ortiqcha ta'sirini
cheklashini ta'minlaydi [1].

ARMA modellarini identifikatsiyalash Box-Jenkins metodologiyasining
birinchi bosqichidir. Bu bosgichda vaqt gatoriga eng mos keladigan AR(p) va
MA(q) komponentlarining tartibi (p va q) aniglanadi. Bunda Avtokorrelatsiya
Funksiyasi (ACF) va Qisman Avtokorrelatsiya Funksiyasi (PACF) asosiy
vosita sifatida xizmat giladi.

ACF, vaqt gatorining joriy giymati bilan uning o'tgan gqiymatlari orasidagi
korrelatsiyani o'lchaydi.

PACF esa joriy giymat bilan o'tgan giymat orasidagi korrelatsiyani,
oradagi barcha giymatlarning ta'sirini hisobga olgan holda o'lchaydi.

AR(p) jarayonlari uchun PACF p kechikishdan keyin nolga tushadi, ACF
esa asta-sekin pasayadi [4]. MA(q) jarayonlari uchun esa ACF g kechikishdan
keyin nolga tushadi, PACF esa asta-sekin pasayadi [4]. ARMA(p,q)
modellarida esa na ACF, na PACF chekli kechikishdan keyin nolga tushmaydi,
bu esa parametrlarni identifikatsiyalashni murakkablashtiradi [4]. Shunga
garamay, ularning pasayish shakllarini tahlil gilish (eksponensial yoki sinusli)
p va g ning taxminiy giymatlarini aniglashga yordam beradi.

Modelni identifikatsiyalash: Yuqorida gayd etilganidek, vaqt gatorining
statsionarligini tekshirish va agar zarur bo'lsa, uni differensiyalash. Keyin ACF
va PACF grafiklarini tahlil gilish orgali AR va MA komponentlarining tartibini
(p va q) aniglash.

Parametrlarni  baholash: Tanlangan ARMA(p,q) modeli uchun
parametrlar (fi, gi va dispersiya) maksimal ehtimollik (Maximum Likelihood
Estimation - MLE) yoki Kkichik kvadratlar (Least Squares Estimation) kabi

usullar yordamida baholanadi.
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Model diagnostikasi: Baholangan modelning qoldiglarining og shovqin
ekanligini tekshirish. Agar goldiglar og shovgin bo'lmasa, model noto'g'ri
tanlangan yoki kamchiliklarga ega bo'lishi mumkin. Ljung-Box testi kabi
testlar qoldiglardagi avtokorrelatsiyani tekshirish uchun ishlatiladi.

Prognozlash: Tasdiglangan model kelajakdagi giymatlarni prognozlash
uchun ishlatiladi.

Model identifikatsiyasidan so'ng, tanlangan ARMA(p,q) modelining
parametrlari baholanadi. Zamonaviy statistik dasturlar, masalan, R, Python,
SAS, Stata, ARMA parametrlarini baholash uchun keng imkoniyatlarni tagdim
etadi. Odatda maksimal ehtimollik usuli go'llaniladi, chunki u katta namunalar
uchun asimptotik samaradorlik va mustahkamlikni ta'minlaydi.

Parametrlar baholangach, modelning qanchalik yaxshi ishlashini
tekshirish uchun model diagnostikasi o'tkaziladi. Bu bosgichda modelning
goldiglari (observatsiyalar va model prognozlari o'rtasidagi farglar) tahlil
gilinadi. Ideal holda, qoldiglar og shovgin xususiyatlariga ega bo'lishi kerak:

O'rtacha giymati nolga teng.

Doimiy dispersiyaga ega.

Bir-biri bilan korrelatsiyalashmagan.

Qoldiglar ACF va PACF grafiklarini tekshirish orgali ularda statistik
ahamiyatli korrelatsiyalar mavjudligini aniglash mumkin. Shuningdek, Ljung-
Box testi kabi formal testlar qoldiglardagi avtokorrelatsiyaning statistik
ahamiyatini baholaydi. Agar diagnostika natijalari qoldiglarda og shovqin
xususiyatlarining yo'gligini ko'rsatsa, model identifikatsiyalash bosqgichiga
gaytib, modelning tartibini (p va q) o'zgartirish yoki boshga model turini
tanlash kerak bo'lishi mumkin. Modelni tanlashda AIC (Akaike Information
Criterion) va BIC (Bayesian Information Criterion) kabi ma'lumot mezonlari
ham muhim rol o'ynaydi. Bu mezonlar modelning mos kelishini va
murakkabligini muvozanatlashga yordam beradi, pastroq AIC/BIC giymatlari

yaxshiroq modelni ko'rsatadi [4].
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ARMA jarayonlarini shakllantirish deganda, amaliy ma'lumotlarga
ARMA modellarini moslash va ulardan turli magsadlarda foydalanish
tushuniladi. Ushbu jarayon odatda quyidagi amaliy bosgichlarni o'z ichiga
oladi:

Ma'lumotlarni yig'ish va oldindan ishlov berish: Vaqt gatori ma'lumotlari
to'planadi. Ko'pincha, xom ma'lumotlar log-transformatsiyalanishi kerak
bo'lishi mumkin, masalan, GNP ma'lumotlari kabi [4]. Bu jarayon ko'pincha
dispersiyani bargarorlashtirishga yordam beradi.

Statsionarlikni ta'minlash: Yugorida aytib o'tilganidek, ko'plab real vaqt
gatorlari statsionar emas. Differensiyalash usuli statsionarlikka erishish uchun
keng go'llaniladi. Masalan, GNP ma'lumotlari log-transformatsiyadan so'ng
differensiyalangan [4]. Differensiyalash soni "d" bilan belgilanib, modelni
ARIMA(p,d,q) ga aylantiradi.

Model identifikatsiyasi: Differensiyalangan statsionar gator uchun ACF
va PACF grafiklari tahlil gilinadi. Bu p va g ning mumkin bo'lgan giymatlarini
aniglashga yordam beradi. Ba'zan, bir nechta potensial model nomzodlari
mavjud bo'lishi mumkin.

Model tanlovi va parametrlarni baholash: Bir nechta ARMA(p,q)
modellarini sinovdan o'tkazish, ularning AIC va BIC giymatlarini solishtirish
orgali eng yaxshi modelni tanlash mumkin. Masalan, GNP ma'lumotlariga
ARMA(1,1) modeli moslashtirilganda, AIC -1856.999 va BIC -1842.014
giymatlari olingan [4]. Avtomatik model tanlash jarayonlari p va g ning
maksimal giymatlari (masalan, pmax=5, gmax=5) doirasida eng yaxshi
modelni AIC va BIC asosida aniglashga yordam beradi [4].

Model diagnostikasi: Tanlangan modelning goldiglarining oq shovqin
xususiyatlarini tekshirish.

Prognozlash va talgin gilish: Tasdiglangan ARMA modeli kelajakdagi
giymatlarni prognoz qgilish uchun ishlatiladi. Masalan, moliyaviy bozorlardagi

narxlar, iqtisodiy ko'rsatkichlar, ob-havo sharoitlari va boshgalarni prognoz
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gilishda ARMA modellaridan foydalanish mumkin. Ular, shuningdek, vaqt
gatoridagi ichki dinamikani tushunishga yordam beradi.
Misol (ARMA(1,1) jarayon)
Quyidagi jarayon berilgan bo‘Isin:
Xt=0.6Xt—1+0.4et—1+¢t
Bu yerda:
¢1=0.6 — AR qismi
01=0.4 — MA qismi
et ~N(0,1)
Masala:
Agar
X0=0
el=1, 2=0.5
bo‘lsa, X1 va X2 ni toping.
Yechim:
1-gadam: X1 ni hisoblaymiz
X1=0.6X0+0.4e0+¢1
Odatda £0=0deb olinadi:
X1=0+0+1=1
2-gadam: X2 ni hisoblaymiz
X2=0.6X1+0.4e1+e2 X2=0.6-1+0.4-1+(—0.5) X2=0.6+0.4—0.5=0.5
Natija:
X1=1
X2=0.5

Xulosa. Umumiy Avtoregressiv-Sirg'aluvchi O'rtacha (ARMA) jarayoni
vaqt qgatorlari tahlilida markaziy o'rinni egallaydi. Ushbu magolada ARMA
modellarining nazariy asoslari, ya'ni AR va MA komponentlarining chuqur

o'rganilishi, ularning har birining individual xususiyatlari va birgalikdagi ta'siri
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ko'rsatib o'tildi. Statsionarlik va invertibillik shartlarining modelning
barqarorligi va talgin gilinishi uchun muhimligi alohida ta'kidlandi, chunki bu
shartlar modelning doimiy dispersiyani saqglashini va uzoq kuzatuvlarning
ortigcha ta'sirini cheklashini ta'minlaydi. Box-Jenkins metodologiyasi
doirasida modelni identifikatsiyalashda ACF va PACF ning rolini o'rganish,
ARMA modellarini shakllantirishda muhim amaliy gadamni tashkil etadi.
Parametrlarni baholash va model diagnostikasi bosgichlari modelning
ishonchliligini ta'minlash va uning amaliy go'llanilishidan oldin to'g'riligini
tekshirish uchun zarurdir. ARMA jarayonlarini shakllantirishning amaliy
jihatlari, ma'lumotlarni oldindan gayta ishlashdan tortib, modelni tanlash va
prognozlashgacha bo'lgan barcha bosgichlarni o'z ichiga oladi. Xulosa qilib
aytganda, ARMA modellari vaqt gatorlaridagi murakkab dinamikani
modellashtirish va kelajakdagi tendensiyalarni prognoz gilish uchun kuchli va
moslashuvchan vosita bo'lib xizmat giladi, ammo ularni samarali go'llash

uchun nazariy asoslarni va amaliy bosgichlarni chuqur tushunish talab etiladi.
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